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1 Johdanto
Kompaktius on yksi yleisen topologian tärkeimpiä käsitteitä. Jo monet konkreet-
tiset lukion differentiaalilaskennan kursseiltakin tutut suljetun välin ominaisuudet
kuten ”suljetulla välillä jatkuva funktio saa suurimman ja pienimmän arvonsa” pe-
rustuvat pohjimmiltaan suljetun välin kompaktiuteen, ja yliopistotason analyysissä-
kin kompaktiutta tarvitaan tavan takaa. Toisaalta kompaktius on erittäin hyödylli-
nen ja käytetty käsite myös abstraktissa topologiassa itsessään: esimerkiksi teoksen
Encyclopedia of General Topology (2004) sisällysluettelossa löytyy niinkin monta
kuin 154 yleisen topologian käsitettä, joiden nimen yhtenä osana on sana ”compact”
[HNV04].
Ei siis liene kovin yllättävää, että kompaktiuden käsitteelle löytyy myös usei-
ta yleistyksiä. Topologisten avaruuksien ominaisuuksista voidaan usein muodostaa
vastaava lokaalinen eli paikallinen ominaisuus, ja kompaktiudenkin tapauksessa lo-
kaalinen kompaktius on hyvin tunnettu ja hyödyllinen kompaktiuden yleistys: esi-
merkiksi Aleksandrovin yhden pisteen kompaktisointi on erityisen käyttökelpoinen
nimenomaan lokaalisti kompaktien avaruuksien tapauksessa, sillä mielivaltaisen ava-
ruuden X yhden pisteen kompaktisointi X∗ on Hausdorff, jos ja vain jos X on lo-
kaalisti kompakti [Väi05].
Ehkäpä hyödyllisin kompaktiuden käsitteen yleistys on kuitenkin parakompak-
tius. Parakompaktin topologisen avaruuden määritteli ensimmäistä kertaa ranska-
lainen matemaatikko J. Dieudonné vuoden 1944 artikkelissaan Une généralisation
des espaces compacts [Die44]. Topologista avaruutta X sanotaan parakompaktiksi,
jos sen jokaisella avoimella peitteellä on lokaalisti äärellinen avoin hienonnus, joka
myös peittää avaruuden X. Parakompaktiuden tapauksessa kompaktin avaruuden
määritelmän ehto osapeitteen olemassaolosta heikennetään siis hienonnuksen ole-
massaoloon ja ehto äärellisyydestä lokaaliseen äärellisyyteen.
Parakompaktiuden merkitystä kompaktiuden ”luonnollisena” ja ehkäpä tärkeim-
pänä yleistyksenä puoltaa monikin seikka. Ensinnäkin, kuten tässä tutkielmassa
myöhemmin osoitetaan, sekä kompaktit avaruudet että metristyvät avaruudet ovat
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aina parakompakteja, joten sisältäessään kaksi ehkäpä tärkeintä topologisten ava-
ruuksien luokkaa parakompaktien avaruuksien luokka on suhteellisen laaja. Täs-
tä huolimatta parakompakteilla avaruuksilla on kuitenkin myös hyvin paljon kom-
paktien avaruuksien hyödyllisiä ominaisuuksia: esimerkiksi jokainen parakompakti
Hausdorffin avaruus on normaali, kuten tässä tutkielmassa myöhemmin todistetaan.
Parakompaktiuden mielenkiintoisuutta lisää myös se, että sen avulla saadaan
muotoiltua vastaus kysymykseen siitä, milloin mielivaltainen topologinen avaruus
on metristyvä. Tähän kysymykseen saatiin eräs vastaus vuosina 1950–1951, kun J.
Nagata ja J. Smirnov todistivat toisistaan riippumatta Nagatan-Smirnovin metris-
tyvyyslauseena tunnetun tuloksen. Tämän avulla Smirnov todisti Smirnovin metris-
tyvyyslauseen nimellä tunnetun tuloksen, jossa mielivaltaisen topologisen avaruuden
metristyvyys karakterisoidaan parakompaktiuden avulla. Nagatan-Smirnovin met-
ristyvyyslausetta voidaan pitää ensimmäisenä tyydyttävänä vastauksena kysymyk-
seen mielivaltaisen topologisen avaruuden metristyvyydestä. Esimerkiksi P. Ury-
son oli kyllä tutkinut metristyvyyttä aikaisemminkin, mutta tunnetussa metristy-
vyyslauseessaan hän sai muotoiltua välttämättömän ja riittävän ehdon vain N2-
avaruuksien metristyvyydelle [Väi05].
Tämän tutkielman tarkoituksena onkin esitellä tärkeimmät perustiedot parakom-
pakteista avaruuksista sekä todistaa Smirnovin metristyvyyslause. Oletamme luki-
jan tuntevan topologisten avaruuksien perustiedot pääpiirteittäin, sillä tasolla kuin
ne on esimerkiksi lähteessä [Väi05] esitetty. Poikkeuksena tähän on tutkielman luku
2. Myös peruskäsitteiden määritelmissä seuraamme pääosin lähdettä [Väi05], mut-
ta mikäli kirjallisuudessa esiintyy jonkin käsitteen määrittelemisen suhteen oleellisia
eroavaisuuksia, niin mainitsemme tästä erikseen.
Tutkielman rakenne on seuraavanlainen: Luvussa 2 kertaamme kompaktin ava-
ruuden käsitteen ja kompaktien avaruuksien perusominaisuudet. Luvussa 3 esitte-
lemme uusina käsitteinä lokaalisen äärellisyyden ja kokoelman hienonnuksen. Lu-
vussa 4 puolestaan määrittelemme edellisen luvun käsitteiden avulla parakompak-
tin avaruuden sekä todistamme parakompaktiuteen liittyviä muutamia perustulok-
sia. Luvussa 5 tarkastelemme mielivaltaisen topologisen avaruuden metristyvyyttä
ja todistamme tähän liittyen Nagatan-Smirnovin metristyvyyslauseen. Luvussa 6
todistamme Nagatan-Smirnovin metristyvyyslauseen avulla tämän tutkielman pää-
tuloksen, eli Smirnovin metristyvyyslauseen. Tutkielman viimeisessä luvussa 7 poh-
dimme saamiemme tulosten hyödyllisyyttä ja mahdollisia jatkotutkimuksen aiheita.
Seuraamme tutkielman pääasiallisena lähteenä J. Munkresin teosta ”Topology”
[Mun00]. Kuten aikaisemminkin mainittiin, lähteen [Väi05] tiedot oletetaan pääosin
tunnetuiksi. Täydentävänä lukemisena tälle tutkielmalle sopivat myös esimerkiksi
teokset [Bou68], [Eng89], [Dug76], ja [HY61].
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2 Kompakti avaruus
Kertaamme tässä luvussa lähdettä [Väi05] hyödyntäen kompaktin avaruuden mää-
ritelmän sekä esittelemme kompaktiuteen liittyviä muutamia perustuloksia. Lienee
paikallaan huomauttaa, että lähteiden [Väi05] ja [Mun00] käyttämä määritelmä
kompaktiudelle on sama: useissa topologian oppikirjoissa, kuten esimerkiksi lähteis-
sä [Bou68] ja [Dug76], vaaditaan sen sijaan alla olevan ehdon lisäksi, että kompak-
tin avaruuden tulee olla myös Hausdorff. Emme kuitenkaan noudata tätä käytäntöä
tässä tutkielmassa.
2.1. Määritelmä. Topologinen avaruus X on kompakti, jos sen jokaisella avoimella
peitteellä on äärellinen osapeite. Joukko A ⊂ X on kompakti, jos se on kompakti
topologinen avaruus relatiivitopologiassa.
2.2.Esimerkki. Avoin väli ]a, b[ ei ole kompakti, sillä sen peitteellä {]a, t[ : a < t < b}
ei ole äärellistä osapeitettä.
2.3. Esimerkki. Äärellinen avaruus on taas puolestaan aina kompakti. Joukolla,
jossa on n kappaletta alkioita, missä n ∈ N, on nimittäin tunnetusti 2n kappalet-
ta osajoukkoja. Siispä jokaisessa äärellisen avaruuden avoimessa peitteessäkin voi
olla topologiasta riippumatta korkeintaan 2n eri alkiota, joten jokaisella äärellisen
avaruuden avoimella peitteellä on siis välttämättä äärellinen osapeite.
2.4. Esimerkki. Olkoon A ⊂ Rn. Tällöin tunnetun Heinen-Borelin lauseen nojalla
A on kompakti, jos ja vain jos A on suljettu ja rajoitettu [Väi07].
Huomautettakoon myös, että vaikka määritelmässä 2.1 topologisen avaruuden X
osajoukon A kompaktius määritellään relatiivitopologian avulla, niin osajoukon A ⊂
X kompaktiutta tutkittaessa voidaan yhtä hyvin käsitellä A:n X-avoimia peitteitä.
Tämä tulos on todettu teoksen [Väi05] lauseessa 15.3, ja sitä hyödynnetään kahden
seuraavan lauseen todistuksissa.
2.5. Lause. Kompaktin avaruuden suljettu osajoukko on kompakti.
Todistus. [Väi05] Olkoon X kompakti ja A ⊂c X. Olkoon D A:n X-avoin peite.
Tällöin D1 = D ∪ {X \ A} on X:n avoin peite. Koska X on kompakti, D1:llä on
äärellinen X:n osapeite D2. Tällöin D0 = D2 \ {X \ A} peittää A:n, joten se on
haettu kokoelma. 
2.6. Lause. Kompaktin joukon kuva jatkuvassa kuvauksessa on kompakti.
Todistus. [Väi05] Olkoon X kompakti ja f : X → Y jatkuva. Olkoon D kuvajoukon
fX peite, joka on Y -avoin. Tällöin {f−1V : V ∈ D} on X:n peite ja lisäksi avoin,
koska f on jatkuva. Koska X on kompakti, tällä peitteellä on äärellinen osapei-
te, joka voidaan kirjoittaa muodossa {f−1V1, . . . , f−1Vn}. Nyt V1, . . . , Vn on fX:n
äärellinen peite, joten fX on kompakti. 
Edellisestä lauseesta saadaan helppona seurauksena seuraava jo koulun differen-
tiaalilaskennastakin tuttu tulos.
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2.7.Korollaari. Suljetulla välillä määritelty jatkuva reaaliarvoinen funktio saa suu-
rimman ja pienimmän arvonsa.
Todistus. Koska suljettu väli on esimerkin 2.4 nojalla kompakti, niin edellisen lauseen
nojalla tämän kuvajoukko jatkuvassa kuvauksessa on myös kompakti. Siispä lähteen
[Väi07] lauseen 13.13 nojalla siinä on suurin ja pienin luku. 
Kerrataan tähän väliin lyhyesti lähteestä [Väi05] topologisen avaruuden niin sa-
notut erotteluaksiomat eli T -aksiomat T0, T1, T2, T3 ja T4.
2.8. Määritelmä. Olkoon j ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Sanomme, että avaruus X on Tj-
avaruus tai lyhyesti että X on Tj, jos se toteuttaa alla olevan ehdon (Tj).
(T0) Jos a, b ∈ X ja a 6= b, niin ainakin toisella pisteistä a, b on ympäristö, johon
toinen ei kuulu.
(T1) Jos a, b ∈ X ja a 6= b, niin kummallakin pisteistä a, b on ympäristö, johon
toinen ei kuulu.
(T2) Jos a, b ∈ X ja a 6= b, niin pisteillä a, b on erilliset ympäristöt.
(T3) Jos a ∈ X, B ⊂c X ja a /∈ B, niin a:lla ja B:llä on erilliset ympäristöt.
(T4) Jos A,B ⊂ X ovat erillisiä ja suljettuja, niin joukoilla A ja B on erilliset
ympäristöt.
T2-avaruudesta käytetään myös nimitystä Hausdorffin avaruus. Tämä voidaan il-
maista vielä lyhyemmin sanomalla, että X on Hausdorff. Lisäksi selvästi ominaisuu-
desta T2 seuraa ominaisuus T1, josta seuraa ominaisuus T0.
Jos X on T3 ja T1, niin sanomme, että X on säännöllinen. Jos taas X on sekä T4
että T1, niin sanomme, että X on normaali. Huomautettakoon vielä, että normaali
avaruus on aina säännöllinen [Väi05].
2.9. Esimerkki. Metristyvä avaruus toteuttaa aina kaikki viisi edellistä erotteluak-
siomaa. Tämä seuraa teoksen [Väi07] lauseista 3.13 ja 6.18.
2.10. Lause. Olkoon X Hausdorff ja A,B ⊂ X kompakteja erillisiä joukkoja. Täl-
löin A:lla ja B:llä on erilliset ympäristöt.
Todistus. [Väi05] Voidaan olettaa, että A 6= ∅ 6= B. Oletamme aluksi, että B = {b}
on yksiö. Valitsemme kullakin a ∈ A erilliset ympäristöt U(a) 3 a ja Va(b) 3 b:
tämä on mahdollista, koska X on Hausdorff. Koska {U(a) : a ∈ A} on A:n avoin
peite, sillä on A:n kompaktiuden nojalla osapeite {U(a) : a ∈ F}, jossa F ⊂ A on
äärellinen. Nyt U =
⋃ {U(a) : a ∈ F} ja V = ⋂ {Va(b) : a ∈ F} ovat A:n ja b:n
erilliset ympäristöt.
Olkoon sitten B mielivaltainen kompakti joukko. Edellisen nojalla voimme kulla-
kin b ∈ B valita erilliset ympäristöt Ub(A) ⊃ A ja V (b) 3 b. Koska B on kompakti,
niin sillä on peite {V (b) : b ∈ K}, jossa K ⊂ B on äärellinen. Halutut ympäristöt
ovat U =
⋂ {Ub(a) : b ∈ K} ja V = ⋃ {V (b) : b ∈ K} . 
2.11. Lause. Kompakti Hausdorffin avaruus on normaali.
Todistus. Ehto T4 seuraa lauseista 2.5 ja 2.10, ja ehdosta T2 seuraa selvästi ehto
T1. 
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Kompakteihin avaruuksiin liittyvistä tuloksista ehkäpä syvällisin on se tieto, että
kompaktien avaruuksien mielivaltainen tulo on aina kompakti. Tämä tulos tunne-
taan todistajansa A. Tihonovin mukaan Tihonovin lauseena.
2.12. Lause (Tihonovin lause). Kompaktien avaruuksien mielivaltainen tulo on
kompakti.
Todistus. Lause todistetaan käyttäen Zornin lemmaa: itse asiassa lause on jopa yh-
täpitävä Zornin lemman, ja siis myös sen kanssa yhtäpitävien tulosten kuten valinta-
aksioman ja hyvinjärjestyslauseen, kanssa [Väi05]. Erilaisia todistuksia lauseelle löy-
tyy muun muuassa lähteistä [Väi05], [Mun00] ja [Dug76]; sivuutamme ne tässä esi-
tyksessä. 
2.13. Esimerkki. Hilbertin kuutio [0, 1]N on Tihonovin lauseen nojalla kompakti,
kuten on itse asiassa myös avaruus [0, 1]J mielivaltaisella joukolla J . Myös Cantorin
joukko {0, 1}N on Tihonovin lauseen nojalla kompakti.
Kompaktiuden hyödyllisyyttä analyysissä on tuskin mahdollista yliarvioida. Esi-
merkiksi korollaari 2.7 on yleistetyssä muodossaan ”kompaktissa joukossa jatkuva
reaaliarvoinen funktio saa suurimman ja pienimmän arvonsa” ehkäpä tärkein tapa
todeta, että ääriarvojen etsinnässä funktion suurin ja pienin arvo todellakin ovat
olemassa. Myös funktionaalianalyysissä kompaktius tulee vastaan jatkuvasti: esi-
merkiksi Arzelà-Ascolin ja Alaoglun lauseissa hyödynnetään kompaktiutta. Onkin
joskus sanottu, että kompaktius on äärellisyyden jälkeen paras ominaisuus, minkä
matemaatikko voi miltä tahansa joukolta toivoa.
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3 Lokaalinen äärellisyys ja kokoelman hienonnus
Tässä luvussa käsittelemme kahta parakompaktiuden määritelmässä tarvittavaa
uutta käsitettä, lokaalista äärellisyyttä ja osajoukkokokoelman hienonnusta. Lokaa-
linen äärellisyys on yleistys kompaktin avaruuden määritelmässä esiintyvälle ää-
rellisyyden käsitteelle, ja kokoelman hienonnus on yleistys kompaktin avaruuden
määritelmässä esiintyvälle osakokoelman käsitteelle.
Tämän luvun lauseiden 3.3 ja 3.8 todistuksissa on käytetty lähteenä teosta [Mun00].
3.1 Lokaalinen äärellisyys
3.1. Määritelmä. Kokoelma A topologisen avaruuden X osajoukkoja on lokaalis-
ti äärellinen, jos jokaisella X:n pisteellä on sellainen ympäristö, joka kohtaa vain
äärellisen monta alkiota kokoelmasta A.
Nähdään heti, että äärellinen kokoelma A on myös lokaalisti äärellinen. Tällöin
nimittäin jokaisen X:n pisteen jokainen ympäristö kohtaa vain äärellisen monta
alkiota kokoelmasta A, koska kokoelmassa A oli alunperinkin vain äärellinen määrä
alkioita.
3.2. Esimerkki. Olkoon X = R. Tällöin kokoelma {]−n, n[ : n ∈ N} ei ole lokaa-
listi äärellinen, sillä pisteen 0 jokainen ympäristö kohtaa jokaisen tämän kokoelman
jäsenen, joita siis on äärettömän monta.
Kokoelma {]n,∞[ : n ∈ N} sen sijaan on lokaalisti äärellinen, vaikkei se ole äärel-
linen. Jos näet x ∈ R, niin kuulaympäristö B (x, 1) kohtaa vain äärellisen määrän
kyseisen kokoelman alkioita. Jos nimittäin m ∈ N on valittu siten, että m > x+ 1,
niin kuulaympäristö B (x, 1) voi leikata kyseisestä kokoelmasta korkeintaan alkioita
]i,∞[, missä i = 1, 2, . . . ,m− 1, joita on siis äärellinen määrä.
Huomautettakoon myös, että lokaalisti äärellisen kokoelman lisäksi on olemassa
tätä vastaava käsite lokaalisti äärellinen joukkoperhe, eli lokaalisti äärellinen indek-
soitu kokoelma. Emme kuitenkaan tarvitse tätä käsitettä tässä tutkielmassa kuin
lyhyesti luvussa 7.
Seuraavassa lauseessa kootaan yhteen lokaalisti äärellisen kokoelman muutamia
perusominaisuuksia.
3.3. Lause. Oletetaan, että A on avaruuden X lokaalisti äärellinen osajoukkojen
kokoelma. Tällöin:
(a) Jokainen kokoelman A osakokoelma on lokaalisti äärellinen.
(b) Kokoelma B = {A¯}
A∈A on lokaalisti äärellinen.
(c)
⋃
A∈AA =
⋃
A∈A A¯.
Todistus. Väite (a) seuraa suoraan lokaalisen äärellisyyden määritelmästä: jos jo-
kaisella X:n pisteellä on ympäristö, joka leikkaa vain äärellisen montaa kokoelman
A alkiota, niin nämä ympäristöt leikkaavat myös vain äärellisen montaa tämän ko-
koelman minkä tahansa osakokoelman alkiota.
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Väitteen (b) todistamiseksi huomataan, että jos avoin joukko U leikkaa joukkoa
A¯, niin se leikkaa sulkeuman määritelmän perusteella myös joukkoa A. Jos siis U
on pisteen x ympäristö, joka leikkaa vain äärellisen montaa alkiota A kokoelmasta
A, niin U voi leikata korkeintaan yhtä montaa alkiota kokoelmasta B.
Väitteen (c) todistamiseksi merkitään ensin Y :llä kokoelman A alkioiden yhdis-
tettä, eli ⋃
A∈A
A = Y.
Sulkeuman yleisten ominaisuuksien perusteella pätee aina
⋃
A¯ ⊂ Y¯ , joten riittää
osoittaa, että Y¯ ⊂ ⋃ A¯ lokaalisti äärellisen kokoelman tapauksessa. Olkoon x ∈ Y¯
ja U pisteen x ympäristö, joka leikkaa vain äärellisen montaa alkiota kokoelmasta
A. Merkitään näitä alkioita A1, A2, . . . , Ak. Osoitamme, että x kuuluu johonkin
joukoista A¯1, A¯2, . . . , A¯k ja siten myös yhdisteeseen
⋃
A¯.
Tehdään vastaoletus: x ei kuulu mihinkään joukoista A¯1, A¯2, . . . , A¯k. Tällöin jouk-
ko
U \
k⋃
i=1
A¯i
on pisteen x ympäristö, joka ei leikkaa yhtään alkiota kokoelmasta A, eikä siis
myöskään joukkoa Y . Mutta tämä on ristiriita oletuksen x ∈ Y¯ kanssa, joten on
oltava Y¯ ⊂ ⋃ A¯. 
Edellisen lauseen avulla saadaan osoitettua seuraavanlainen yleistys sille topolo-
gisten avaruuksien perustulokselle, jonka mukaan suljettujen joukkojen äärellinen
yhdiste on suljettu.
3.4. Lause. Olkoon A lokaalisti äärellinen kokoelma avaruuden X suljettuja o-
sajoukkoja. Tällöin yhdiste
⋃
A∈AA on suljettu.
Todistus. Koska joukko A on suljettu kaikilla A ∈ A, niin A¯ = A kaikilla A ∈ A.
Siispä lauseen 3.3 kohdan (c) nojalla pätee⋃
A∈A
A =
⋃
A∈A
A¯ =
⋃
A∈A
A,
joten joukko
⋃
A∈AA on suljettu. 
Topologisen avaruuden eri ominaisuuksista voidaan usein muodostavaa vastaava
”σ-ominaisuus”. Tässä kirjain σ tulee mittateoriasta ja tarkoittaa numeroituvaa yh-
distettä. Yhtenä esimerkkinä tällaisesta ominaisuudesta on σ-lokaalisti äärellisyys.
3.5.Määritelmä. Kokoelma B topologisen avaruudenX osajoukkoja on σ-lokaalisti
äärellinen, jos se voidaan kirjoittaa numeroituvana yhdisteenä lokaalisti äärellisistä
kokoelmista Bn.
Edellisestä määritelmästä seuraa suoraan, että sekä lokaalisti äärelliset kokoel-
mat että numeroituvat kokoelmat ovat σ-lokaalisti äärellisiä kokoelmia. Ensimmäi-
nen väite on selviö ja jälkimmäinen seuraa siitä, että numeroituva kokoelma voidaan
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esittää numeroituvana yhdisteenä yksiöistä, jotka ovat äärellisinä joukkoina lokaa-
listi äärellisiä. On kuitenkin olemassa σ-lokaalisti äärellisiä kokoelmia, jotka eivät
ole numeroituvia eivätkä lokaalisti äärellisiä: tällainen esimerkki löytyy lähteestä
[Mun00].
3.2 Kokoelman hienonnus
3.6. Määritelmä. Olkoon A kokoelma topologisen avaruuden X osajoukkoja. Ko-
koelma B avaruudenX osajoukkoja on kokoelman A hienonnus, jos jokaista joukkoa
B ∈ B kohti on olemassa sellainen joukko A ∈ A, joka sisältää joukon B. Jos kokoel-
man B alkiot ovat avoimia X:n osajoukkoja, niin sanomme, että B on kokoelman
A avoin hienonnus. Jos taas kokoelman B alkiot ovat suljettuja X:n osajoukkoja,
niin sanomme, että B on kokoelman A suljettu hienonnus.
Havaitaan heti, että jos A on kokoelma topologisen avaruuden X osajoukkoja ja
B ⊂ A, niin B on A:n hienonnus. Esimerkiksi peitteen osapeite on siis myös kyseisen
peitteen hienonnus.
Huomautettakoon myös, että joissakin lähteissä (kuten esim. teoksissa [Dug76] ja
[Eng89]) hienonnuksen käsite määritellään itse asiassa vain peitteille, ei mielivaltai-
selle kokoelmalle avaruuden osajoukkoja. Tässä tapauksessa hienonnuksen määritel-
mässä vaaditaan määritelmän 3.6 ehdon lisäksi, että hienonnuksenkin on oltava aina
peite. Käytämme tässä tutkielmassa hienonnukselle kuitenkin edellä olevaa hieman
yleisempää määritelmää.
Alla olevassa kuvassa 1 havainnollistetaan osajoukkokokoelman hienonnuksen kä-
sitettä peitteiden tapauksessa.
Kuva 1. Vasemmassa kuvassa olevat punaiset ellipsit on eräs tason osajoukkojen
kokoelma, joka peittää harmaan suorakulmion. Oikeassa kuvassa olevat siniset
ellipsit muodostavat puolestaan erään punaisten ellipsien kokoelman
hienonnuksen, joka myös peittää harmaan suorakulmion.
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Erona hienonnuksen ja osakokoelman välillä on siis se, että osakokoelman jokaisen
alkion tulee olla jokin alkuperäisen kokoelman alkio, kun taas hienonnuksen jokaisen
alkion tulee olla jonkin alkuperäisen kokoelman alkion osajoukko.
Järjestysrelaation käsitteelle löytyy kirjallisuudessa useita määritelmiä. Seuraam-
me tässä tutkielmassa kuitenkin lähdettä [Mun00] ja sanomme, että joukon A re-
laatio < on järjestys, jos seuraavat ehdot pätevät kaikilla x, y, z ∈ A:
(1) Jos x 6= y, niin joko x < y tai y < x.
(2) Jos x < y, niin x 6= y.
(3) Jos x < y ja y < z, niin x < z.
Oletetaan, että joukossa A on määritelty jokin järjestys <. Olkoon A0 ⊂ A.
Sanomme, että a on joukon A0 pienin alkio, jos a ∈ A0 ja joko a < x tai a = x kaikilla
x ∈ A0. Joukko A varustettuna järjestyksellä < on puolestaan hyvinjärjestetty,
jos jokaisessa A:n epätyhjässä osajoukossa on pienin alkio. Seuraava kuuluisa tulos
tunnetaan hyvinjärjestyslauseena.
3.7. Lause (Hyvinjärjestyslause). Jos A on mikä tahansa joukko, niin on ole-
massa sellainen A:n järjestys <, että joukko A varustettuna järjestyksellä < on
hyvinjärjestetty.
Todistus. Todistus löytyy muun muuassa lähteestä [Dug76], ja se sivuutetaan tässä
esityksessä. 
Seuraava hienonnuksiin liittyvä lause on tärkeä aputulos tutkielmamme seuraavan
luvun tuloksessa, jossa osoitetaan metristyvien avaruuksien olevan aina parakom-
pakteja. Kyseisen lauseen todistuksessa hyödynnetään hyvinjärjestyslausetta.
3.8. Lause. Oletetaan, että X on metristyvä avaruus. Jos A on X:n avoin peite,
niin on olemassa sellainen peitteen A avoin hienonnus B, joka peittää avaruuden
X ja on σ-lokaalisti äärellinen.
Todistus. Valitaan hyvinjärjestyslauseen 3.7 nojalla hyvinjärjestys < kokoelmalle A.
Merkitään kokoelman A alkioita U, V,W, . . . .
Valitaan metriikka d, joka määrää avaruuden X topologian. Olkoon n jokin posi-
tiivinen kokonaisluku, joka on toistaiseksi kiinteä. Määritellään jokaista kokoelman
A alkiota U kohti joukko Sn(U) siten, että Sn(U) on joukko U ”kutistettuna” etäi-
syyden 1/n verran. Siis täsmällisemmin sanoen
Sn(U) = {x : B (x, 1/n) ⊂ U} .
Käytetään seuraavaksi kokoelman A hyvinjärjestystä < vieläkin pienemmän joukon
konstruoimiseen. Määritellään jokaista kokoelman A alkiota U kohti joukko Tn(U)
siten, että
Tn(U) = Sn(U) \
⋃
V <U
V.
Tilannetta havainnollistaa seuraavalla sivulla oleva kuva 2, joka esittää todistuksen
tilannetta siinä tapauksessa, jossa kokoelmaan A kuuluu vain kolme alkiota U <
V < W .
9
Kuva 2. Havainnollistava kuva joukoista Tn(U), Tn(V ) ja Tn(W ). Kuva on otettu
lähteestä [Mun00].
Kuvan perusteella näyttää ilmeiseltä, että joukot Tn(U), Tn(V ) ja Tn(W ) ovat
tässä tapauksessa erillisiä. Itse asiassa jopa niiden etäisyys toisistaan on vähintään
1/n, eli d(x, y) ≥ 1/n, kun x ∈ Tn(V ) ja y ∈ Tn(W ). Tämä todistetaan seuraavasti:
Oletetaan, että V < W . Koska x ∈ Tn(V ), niin x ∈ Sn(V ), eli B (x, 1/n) ⊂ V .
Mutta koska V < W ja y ∈ Tn(W ), niin joukon Tn(W ) määritelmän nojalla y ei
kuulu joukkoon V . Siispä y /∈ B (x, 1/n).
Joukot Tn(U) eivät ole vieläkään haluamamme joukot, sillä ne eivät ole välttä-
mättä avoimia. Näin ollen korvaamme joukot Tn(U) 1/3n-pullistumillaan En(U):
siis tarkemmin ottaen määritellään
En(U) =
⋃
{B (x, 1/3n) : x ∈ Tn(U)} .
Tarkastellaan tilanteen havainnollistamiseksi taas alla olevaa kuvaa 3 tapauksesta,
jossa kokoelmaan A kuuluu kolme joukkoa U < V < W .
Kuva 3. Havainnollistava kuva joukoista En(U), En(V ) ja En(W ). Kuva on otettu
lähteestä [Mun00].
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Kuvan perusteella näyttää jälleen selvältä, että joukot En(U), En(V ) ja En(W )
ovat tässä tapauksessa erillisiä. Itse asiassa jos V jaW ovat kokoelmanA eri alkioita,
niin d(x, y) ≥ 1/3n, kun x ∈ En(V ) ja y ∈ En(W ). Jos nimittäin x ∈ En(V ) ja
y ∈ En(W ), niin d(x, a) < 1/3n jollakin a ∈ Tn(V ), ja d(y, b) < 1/3n jollakin
b ∈ Tn(W ). Mutta jos nyt pätisi d(x, y) < 1/3n, niin kolmioepäyhtälön nojalla
saataisiin ristiriita
d(a, b) ≤ d(a, x) + d(x, b)
≤ d(a, x) + d(x, y) + d(y, b)
< 1/3n+ 1/3n+ 1/3n = 1/n
joillakin a ∈ Tn(V ) ja b ∈ Tn(W ).
Lisäksi havaitaan, että jos V ∈ A, niin En(V ) ⊂ V . Tämä johtuu siitä, että
jos x ∈ En(V ), niin d(x, a) < 1/3n jollakin a ∈ Tn(V ). Koska a ∈ Tn(V ), niin a ∈
Sn(V ), joten B(a, 1/n) ⊂ V . Mutta koska d(x, a) < 1/3n < 1/n, niin x ∈ B(a, 1/n).
Siispä x ∈ V , kuten haluttiinkin.
Määritellään seuraavaksi
Bn = {En(U) : U ∈ A} .
Osoitetaan, että Bn on kokoelman A lokaalisti äärellinen avoin hienonnus. Ensin-
näkin Bn on kokoelman A hienonnus edellä todetun havainnon En(V ) ⊂ V kai-
killa V ∈ A nojalla. Lisäksi joukko En(V ) on avoimien kuulien yhdisteenä avoin
kaikilla V ∈ A. Kokoelma Bn on myös lokaalisti äärellinen, sillä jos x ∈ X, niin
kuulaympäristö B (x, 1/6n) kohtaa korkeintaan yhden alkion kokoelmasta Bn, kos-
ka aikaisemman havainnon nojalla d(x, y) ≥ 1/3n, kun x ∈ En(V ), y ∈ En(W ) ja
V 6= W .
Kuten kuvan 3 tapauksesta ilmenee, kokoelma Bn ei välttämättä peitä koko ava-
ruutta X. Väitämmekin sen sijaan, että kokoelma
B =
⋃
n∈N
Bn
on avaruuden X peite.
Oletetaan siis, että x ∈ X. KoskaA on avaruudenX peite ja lisäksi järjestyksen <
suhteen hyvinjärjestetty, niin voimme valita kyseisestä kokoelmasta järjestyksen <
suhteen pienimmän alkion U , joka sisältää pisteen x. Koska U on avoin, niin voimme
valita sellaisen n ∈ N, jolle pätee B (x, 1/n) ⊂ U . Siispä joukon Sn(U) määritelmän
nojalla x ∈ Sn(U). Mutta koska U oli järjestyksen < suhteen pienin kokoelman A
alkio, joka sisälsi pisteen x, niin pätee myös x ∈ Tn(U). Siispä x ∈ En(U) ∈ Bn ⊂ B.
Havaitaan lisäksi, että koska jokainen kokoelman Bn jäsen on avoin kaikilla n ∈ N,
niin kokoelman B jäsenet ovat myös kaikki avoimia. Kokoelma B on myös kokoelman
A hienonnus, koska Bn on kokoelman A hienonnus kaikilla n ∈ N. Koska B on
lisäksi lokaalisti äärellisten kokoelmien Bn numeroituvana yhdisteenä σ-lokaalisti
äärellinen, on väite todistettu.

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4 Parakompakti avaruus
Siirrymme tässä luvussa käsittelemään parakompakteja avaruuksia. Kuten joh-
dannossakin mainittiin, parakompaktiuden määritelmässä kompaktin avaruuden mää-
ritelmän ehto osapeitteen olemassaolosta heikennetään hienonnuksen olemassaoloon
ja ehto äärellisyydestä lokaaliseen äärellisyyteen. Näin ollen parakompaktius todel-
lakin on yleistys kompaktiuden käsitteelle.
Tämän luvun kohtien 4.3, 4.5, 4.7, 4.10, 4.11 ja 4.12 todistuksissa on käytetty
lähteenä teosta [Mun00].
4.1 Parakompaktin avaruuden määritelmä
4.1. Määritelmä. Avaruus X on parakompakti, jos jokaisella X:n avoimella peit-
teellä A on lokaalisti äärellinen avoin hienonnus B, joka myös peittää avaruuden
X.
Kuten kompaktiudenkin tapauksessa, monissa lähteissä (kuten [Bou68] ja [Dug76])
vaaditaan parakompaktien avaruuksien olevan aina myös Hausdorffin avaruuksia.
Emme kuitenkaan noudata tätä käytäntöä tässä tutkielmassa.
4.2. Esimerkki. Diskreetti avaruus on aina parakompakti. Tämä johtuu siitä, että
jos A on diskreetin avaruuden X avoin peite, niin B = {{x} : x ∈ X} on tämän
peitteen lokaalisti äärellinen avoin hienonnus, joka myös peittää avaruuden X. Jos
näet x ∈ X, niin x:n ympäristö {x} kohtaa vain yhden kokoelman B alkioista, joten
B on lokaalisti äärellinen. B on myös kokoelman A avoin hienonnus: yksiöt ovat
diskreetissä avaruudessa avoimia, ja kaikilla x ∈ X pätee {x} ⊂ A jollakin A ∈ A,
koskaA onX:n peite. Lisäksi kokoelma B peittää määritelmänsä mukaan avaruuden
X.
4.3. Esimerkki. Rn on parakompakti. Olkoon X = Rn ja A avaruuden X avoin
peite. Olkoon B0 = ∅ ja Bm avoin origokeskeinenm-säteinen kuula B (0,m). Olkoon
m ∈ N annettu. Suljettu kuula B¯m on esimerkin 2.4 nojalla kompakti, ja kokoelma
avoimia joukkoja A peittää myös suljetun kuulan B¯m. Siispä nyt voidaan valita
äärellisen monta kokoelmanA alkiota, jotka peittävät kuulan B¯m. Leikataan jokaista
tällaista joukkoa avoimen joukon X \ B¯m−1 kanssa, ja merkitään tätä äärellistä
kokoelmaa Cm:llä. Tällöin kokoelma C =
⋃ Cm on kokoelman A avoin hienonnus.
Se on myös selvästi lokaalisti äärellinen: jos näet x ∈ X, niin x kuuluu avoimeen
kuulaan Bm jollakin m ∈ N. Tämän lisäksi avoin joukko Bm leikkaa vain äärellisen
montaa alkiota kokoelmasta C, eli alkioita, jotka kuuluvat kokoelmaan C1∪C2∪· · ·∪
Cm. Lisäksi C on avaruuden X peite. Jos nimittäin x ∈ X ja luku m on valittu siten,
että m on pienin luku jolle pätee x ∈ B¯m, niin x kuuluu kokoelman Cm johonkin
alkioon kokoelman Cm määritelmän perusteella.
Lienee paikallaan huomauttaa, että parakompaktin avaruuden määritelmässä ole-
vaa ehtoa hienonnuksen olemassaolosta ei voi lieventää osakokoelman olemassaolok-
si. Tämän osoittaa seuraava esimerkki.
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4.4. Esimerkki. Olkoon X = R, jolloin X on edellisen esimerkin nojalla parakom-
pakti. Tarkastellaan X:n avointa peitettä A = {]−n, n[ : n ∈ N}.
Nyt yksikään kokoelman A lokaalisti äärellinen osakokoelma B ei peitä avaruutta
X. Tämä johtuu siitä, että pisteen 0 jokainen ympäristö leikkaa jokaista kokoelman
A ja täten myös jokaista kokoelman A osakokoelman alkiota, joten jos kokoelma
B ⊂ A on lokaalisti äärellinen, niin siinä on oltava vain äärellinen määrä alkioita.
Mutta tällöin tämä osakokoelma ei tietenkään riitä peittämään koko avaruutta X.
Edellisen esimerkin peitteestä nähdään myös suoraan, että parakompaktin ava-
ruuden määritelmän ehtoa lokaalisesta äärellisyydestä ei voi heikentää äärellisyy-
teen, sillä selvästi mikään peitteen A äärellinen hienonnus ei peitä koko avaruutta
X.
4.2 Parakompaktien avaruuksien perusominaisuudet
Koska esimerkin 2.4 nojalla Rn ei kuitenkaan rajoittamattomana avaruutena ole
kompakti, on parakompaktius esimerkin 4.3 perusteella todellakin aito yleistys kom-
paktiuden käsitteelle. Lähdemmekin seuraavaksi tutkimaan, missä määrin parakom-
paktit avaruudet toteuttavat kompaktien avaruuksien luvussa 2 esiteltyjä ominai-
suuksia. Pyrimme erityisesti vastaamaan seuraaviin uuden topologisen ominaisuu-
den usein herättämiin kolmeen kysymykseen: missä määrin ominaisuus periytyy o-
sajoukkoihin, missä määrin ominaisuus säilyy jatkuvissa kuvauksissa ja missä mää-
rin ominaisuus säilyy karteesisissa tuloissa?
4.5. Lause. Parakompaktin avaruuden suljettu osajoukko on parakompakti.
Todistus. Olkoon Y parakompaktin avaruuden X suljettu osajoukko ja A jokin ky-
seisen joukon Y -avoin peite. Valitaan jokaista A ∈ A kohti sellainen X-avoin joukko
A′, että A′ ∩ Y = A. Merkitään kaikkien tällaisten joukkojen A′ kokoelmaa symbo-
lilla A′.
Tarkastellaan X:n avointa peitettä A′∪{X \ Y }. Koska X on parakompakti, tällä
peitteellä on lokaalisti äärellinen avoin hienonnus B, joka peittää avaruuden X. Nyt
kokoelma
C = {B ∩ Y : B ∈ B}
on haluttu peitteen A lokaalisti äärellinen avoin hienonnus, joka peittää avaruuden
Y . 
4.6. Esimerkki. Parakompaktin avaruuden mikä tahansa osajoukko ei kuitenkaan
ole parakompakti. Olkoon X jokin avaruus, joka ei ole parakompakti – esimerkiksi
esimerkin 4.9 tuloavaruus. Tällöin X:n Aleksandrovin yhden pisteen kompaktisointi
X∗ on kompaktina avaruutena parakompakti, mutta tämän osajoukko X ei siis ole
sitä.
4.7. Lause. Parakompakti Hausdorffin avaruus on normaali.
Todistus. Osoitetaan ensin, että parakompakti Hausdorffin avaruus on säännöllinen.
Olkoon a ∈ X ja B jokin X:n suljettu osajoukko, johon piste a ei kuulu. Koska X
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on Hausdorff, voidaan jokaista b ∈ B kohti valita sellainen pisteen b ympäristö Ub,
jonka sulkeumaan a ei kuulu.
Tarkastellaan X:n avointa peitettä
{Ub : b ∈ B} ∪ {X \B} .
Koska X on parakompakti, niin tällä peitteellä on lokaalisti äärellinen avoin hienon-
nus C, joka myös peittää avaruuden X. Poimitaan tästä osakokoelmaan D ⊂ C ne
kokoelman C alkiot, jotka leikkaavat joukkoa B. Tällöin D on B:n peite, jolle pätee
seuraava ehto: jos D ∈ D, niin a ei kuulu joukkoon D¯. Tämä johtuu siitä, että D
leikkaa joukkoa B, joten se sisältyy johonkin joukkoon Ub, jonka sulkeumaan a ei
kuulu.
Olkoon
V =
⋃
D∈D
D,
jolloin V on joukon B ympäristö avaruudessa X. Koska kokoelma D on lauseen
3.3 (a)-kohdan nojalla lokaalisti äärellisen kokoelman C osakokoelmana lokaalisti
äärellinen, niin saman lauseen (c)-kohdan nojalla pätee
V¯ =
⋃
D∈D
D¯,
joten a ei kuulu myöskään joukkoon V¯ . SiispäX on säännöllinen: a:n ja B:n erillisiksi
ympäristöiksi kelpaavat joukot X \ V¯ ja V .
Se, että X on normaali, todistetaan itse asiassa sanasta sanaan samalla argumen-
toinnilla, paitsi että piste a korvataan joukolla A ja Hausdorffin ehto juuri osoitetulla
säännöllisyydellä. Ohitamme näin ollen tämän tarkastelun yksityiskohdat. 
Lauseet 2.5 ja 2.11 voidaan siis siirtää sellaisenaan kompakteista avaruuksista
parakompakteihin avaruuksiin. Seuraavaksi näytämme esimerkkien muodossa, että
lauseiden 2.6 ja 2.12 kohdalla asiat eivät mene näin hyvin.
4.8. Esimerkki. Olkoon (X, τ) jokin avaruus, joka ei ole parakompakti (katso esim.
seuraavaa esimerkkiä). Olkoon (X, τdis) sama joukko X varustettuna diskreetillä to-
pologialla. Nyt kuvaus id : (X, τdis)→ (X, τ) on jatkuva, sillä jokaisen maalijoukos-
sa avoimen joukon alkukuva on avoin lähtöjoukossa, koska diskreetissä avaruudessa
kaikki osajoukot ovat avoimia. Lisäksi (X, τdis) on esimerkin 4.2 nojalla parakom-
pakti, mutta sen kuva kyseisessä kuvauksessa, eli (X, τ), ei ole parakompakti. Pa-
rakompaktius ei siis säily jatkuvissa kuvauksissa.
4.9. Esimerkki. Olkoon X = R varustettuna puoliavoimella topologialla τpa, jonka
kantana ovat siis puoliavoimet välit {[a, b[ : a, b ∈ R, a < b}. Nyt X on myöhemmin
osoitettavan lauseen 4.12 nojalla parakompakti, koska X on teoksen [Väi05] esi-
merkkien 11.8 ja 12.20 nojalla säännöllinen ja Lindelöf. Mutta X × X ei lauseen
4.7 nojalla voi olla parakompakti, koska X × X on samaisen teoksen esimerkkien
2.11 ja 11.11 nojalla Hausdorff, mutta ei kuitenkaan normaali. Parakompaktius ei
siis säily edes kahden avaruuden tulossa.
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Huomautettakoon kuitenkin, että kahdesta edellisestä esimerkistä huolimatta pä-
tee seuraavaa: säännöllisen parakompaktin avaruuden kuva jatkuvassa ja suljetussa
kuvauksessa on parakompakti, ja kompaktin avaruuden ja parakompaktin avaruu-
den tulo on parakompakti. Todistukset sivuutetaan: ne löytyvät esimerkiksi lähtees-
tä [Jun14].
4.3 Parakompaktius säännöllisissä avaruuksissa
Tarkastelemme seuraavaksi peitteiden hienonnusten ja parakompaktiuden käyt-
täytymistä säännöllisten avaruuksien tapauksessa. Seuraava E. Michaelilta peräisin
oleva lemma on näihin liittyen erittäin käyttökelpoinen useissa tämän tutkielman
myöhemmissä tuloksissa.
4.10. Lemma. Oletetaan, että avaruus X on säännöllinen. Tällöin seuraavat ehdot
ovat yhtäpitävät:
Jokaisella X:n avoimella peitteellä on hienonnus, joka on:
(1) X:n avoin peite ja σ-lokaalisti äärellinen.
(2) X:n peite ja lokaalisti äärellinen.
(3) X:n suljettu peite ja lokaalisti äärellinen.
(4) X:n avoin peite ja lokaalisti äärellinen.
Todistus. Selvästi ehdosta (4) seuraa ehto (1), sillä lokaalisti äärellinen hienonnus
on aina σ-lokaalisti äärellinen. Osoitamme seuraavaksi implikaatiot (1) ⇒ (2) ⇒
(3)⇒ (4).
(1) ⇒ (2). Olkoon A avaruuden X avoin peite. Olkoon B tämän peitteen avoin
σ-lokaalisti äärellinen hienonnus, joka myös peittää avaruuden X. Merkitään
B =
⋃
Bn,
missä jokainen kokoelma Bn on lokaalisti äärellinen.
Teemme seuraavaksi hieman samanlaisen askeleen kuin lauseen 3.8 todistuksessa,
jotta saisimme joukot eri kokoelmista Bn erillisiksi. Määritellään jokaisella i ∈ N
Vi =
⋃
U∈Bi
U.
Määritellään lisäksi kaikilla n ∈ N ja U ∈ Bn
Sn(U) = U \
⋃
i<n
Vi.
Huomautettakoon tähän väliin, että joukot Sn(U) eivät ole kahden avoimen joukon
erotuksena välttämättä avoimia eikä suljettuja.
Olkoon
Cn = {Sn(U) : U ∈ Bn} .
Tällöin kokoelma Cn on kokoelman Bn hienonnus, sillä Sn(U) ⊂ U kaikilla U ∈ Bn.
Olkoon C = ⋃ Cn. Väitämme, että C on vaadittu peitteen A lokaalisti äärellinen
hienonnus, joka myös peittää avaruuden X. Havaitaan heti, että C on kokoelman A
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hienonnus. Tämä johtuu siitä, että Cn on kokoelman Bn hienonnus kaikilla n ∈ N,
ja
⋃Bn = B on kokoelman A hienonnus.
Olkoon x ∈ X. Meidän tulee siis vielä osoittaa, että x kuuluu johonkin kokoelman
C alkioon ja että x:llä on ympäristö, joka kohtaa vain äärellisen monta kokoelman
C alkiota. Tarkastellaan peitettä B = ⋃Bn. Olkoon N pienin luonnollinen luku,
jolla piste x kuuluu johonkin kokoelman BN alkioon. Olkoon U alkio kokoelmasta
BN , joka sisältää pisteen x. Koska ensinnäkin x ei kuulu mihinkään kokoelmien
Bi alkioihin, kun i < N , niin x kuuluu kokoelman C alkioon SN(U). Toisekseen,
koska jokainen kokoelma Bn on lokaalisti äärellinen, voimme valita jokaisella n =
1, 2, . . . , N sellaisen pisteen x ympäristön Wn, joka leikkaa vain äärellisen montaa
kokoelman Bn alkiota. Jos joukko Wn leikkaa nyt kokoelman Cn alkiota Sn(V ),
niin sen on leikattava myös kokoelman Bn alkiota V , koska Sn(V ) ⊂ V . Siispä Wn
leikkaa vain äärellisen montaa alkiota kokoelmasta Cn. Koska lisäksi U ∈ Bn, niin U
ei leikkaa yhtään alkiota kokoelmasta Cn, kun n > N . Näin ollen joukko
W1 ∩W2 ∩ · · · ∩WN ∩ U
kelpaa pisteen x ympäristöksi, joka leikkaa vain äärellisen montaa alkiota kokoel-
masta C.
(2) ⇒ (3). Olkoon A avaruuden X avoin peite. Olkoon B niiden X:n avointen
joukkojen U kokoelma, joilla U¯ sisältyy johonkin kokoelman A alkioon. Koska X on
säännöllinen, niin kokoelma B peittää avaruuden X. Käyttäen ehtoa (2) löydämme
nyt kokoelmalle B sellaisen hienonnuksen C, joka on lokaalisti äärellinen ja peittää
avaruuden X. Olkoon
D = {C¯ : C ∈ C} .
Tällöin kokoelma D peittää myös selvästi X:n, sillä kaikilla C ∈ C pätee C ⊂ C¯.
Lauseen 3.3 (b)-kohdan nojalla D on myös kokoelmana lokaalisti äärellinen. Lisäksi
D on määritelmänsä nojalla kokoelman A suljettu hienonnus.
(3) ⇒ (4). Olkoon A avaruuden X avoin peite. Valitaan ehtoa (3) hyödyntäen
sellainen peitteen A hienonnus B, joka peittää avaruuden X ja on lokaalisti äärel-
linen – sitä, että B on suljettu hienonnus, ei tässä yhteydessä itse asiassa tarvita.
Pyrimme laajentamaan jokaista kokoelman B alkiota B avoimeksi joukoksi siten,
että uusi kokoelma avoimia joukkoja tulee edelleenkin olemaan lokaalisti äärellinen
ja kokoelman A hienonnus.
Kokoelman B lokaalisen äärellisyyden perusteella tiedetään, että jokaisella x ∈ X
on olemassa sellainen x:n ympäristö, joka leikkaa vain äärellisen montaa alkiota ko-
koelmasta B. Kokoelma kaikista avoimista joukoista, jotka leikkaavat vain äärellisen
montaa alkiota kokoelmasta A, on siis avaruuden X avoin peite. Käyttäen ehtoa
(3) voidaan nyt muodostaa lokaalisti äärellinen kokoelma C, joka on suljettu hienon-
nus tästä peitteestä ja peittää edelleenkin avaruuden X. Huomataan, että jokainen
kokoelman C alkio leikkaa vain äärellisen montaa alkiota kokoelmasta B.
Määritellään jokaista joukkoa B ∈ B kohti kokoelma C(B) siten, että
C(B) = {C : C ∈ C ja C ⊂ X \B} .
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Määritellään lisäksi joukko E(B) siten, että
E(B) = X \
⋃
C∈C(B)
C.
Koska C on lokaalisti äärellinen kokoelma suljettuja joukkoja, on C(B) tämän ko-
koelman osakokoelmana lauseen 3.3 (a)-kohdan nojalla myös lokaalisti äärellinen
kokoelma suljettuja osajoukkoja. Lauseen 3.4 nojalla yhdiste kokoelman C(B) al-
kioista on nyt suljettu, joten joukko E(B) on avoin kaikilla B ∈ B. Lisäksi joukon
E(B) määritelmän nojalla pätee E(B) ⊃ B. Tilannetta havainnollistaa alla oleva
kuva 4.
Kuva 4. Havainnollistava kuva joukoista B1, B2, E(B1) ja E(B2). Kuvassa
kokoelman B alkioita edustavat siis suljetut kiekot ja janat ja kokoelman C alkioita
suljetut suorakulmaiset monikulmiot. Kuva on otettu lähteestä [Mun00].
Tilanteessa on enää yksi ongelma: olemme voineet laajentaa jokaista joukkoa B
liian paljon. Toisin sanoen kokoelma {E(B) : B ∈ B} ei välttämättä olekaan kokoel-
man A hienonnus. Tästä ongelmasta päästään kuitenkin eroon seuraavalla tavalla.
Valitaan jokaista B ∈ B kohti sellainen alkio F (B) kokoelmasta A, joka sisältää
joukon B. Määritellään
D = {E(B) ∩ F (B) : B ∈ B} .
Tällöin kokoelma D on kokoelman A avoin hienonnus. Koska B ⊂ (E(B) ∩ F (B))
kaikilla B ∈ B ja kokoelma B peittää avaruuden X, on kokoelma D myös avaruuden
X peite.
Tarvitsee siis enää osoittaa, että kokoelma D on lokaalisti äärellinen. Olkoon x ∈
X. Valitaan kokoelman C lokaalisen äärellisyyden nojalla sellainen x:n ympäristöW ,
joka leikkaa vain äärellisen montaa alkiota kokoelmasta C. Merkitään näitä alkiota
C1, C2, . . . , Ck. Osoitetaan, että W leikkaa äärellisen montaa alkiota kokoelmasta
D. Koska C on avaruuden X peite, joukot C1, C2, . . . , Ck peittävät joukon W . Näin
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ollen riittää osoittaa, että jokainen C ∈ C kohtaa vain äärellisen monta alkiota
kokoelmasta D. Jos nyt C leikkaa joukkoa E(B) ∩ F (B), niin se leikkaa joukkoa
E(B). Siispä joukon E(B) määritelmän perusteella E(B) ei sisälly joukkoon X \B,
joten joukon C täytyy leikata joukkoa B. Koska C leikkaa vain äärellisen montaa
alkiota kokoelmasta B, se voi leikata vain äärellisen montaa alkiota kokoelmasta D.

Edellisestä lemmasta seuraa välittömästi kaksi erittäin tärkeää tulosta.
4.11. Lause. Jokainen metristyvä avaruus on parakompakti.
Todistus. Olkoon X metristyvä ja A avaruuden X avoin peite. Lauseen 3.8 pe-
rusteella peitteellä A on σ-lokaalisti äärellinen avoin hienonnus, joka myös peittää
avaruuden X. Mutta koska X on esimerkin 2.9 nojalla säännöllinen, niin lemman
4.10 nojalla peitteellä A on myös lokaalisti äärellinen avoin hienonnus, joka peittää
avaruuden X. 
4.12. Lause. Jokainen säännöllinen Lindelöfin avaruus on parakompakti.
Todistus. Olkoon X säännöllinen ja Lindelöf, ja olkoon A avaruuden X avoin pei-
te. Lindelöfin ominaisuuden nojalla peitteellä A on numeroituva osapeite, joka on
täten myös σ-lokaalisti äärellinen kokoelman A avoin hienonnus. Lemman 4.10 no-
jalla peitteellä A on siis myös lokaalisti äärellinen avoin hienonnus, joka peittää
avaruuden X. 
4.4 Parakompaktius ja lokaalinen kompaktius
Palautetaan mieleen, että avaruus X on lokaalisti kompakti, jos jokaisella x ∈ X
on sellainen ympäristö U , jonka sulkeuma U¯ on kompakti.
Kuten johdannossakin mainittiin, lokaalinen kompaktius ja parakompaktius ovat
ehkäpä yleisimmät ja hyödyllisimmät kompaktin avaruuden käsitteen yleistykset.
Tutkimmekin seuraavaksi, miten nämä ominaisuudet liittyvät toisiinsa. Seuraavat
kaksi esimerkkiä osoittavat, että ainakaan kummastakaan näistä ominaisuudesta ei
seuraa suoraan toista.
4.13. Esimerkki. Tarkastellaan rationaalilukujen joukkoa Q varustettuna reaalilu-
kujen joukosta perityllä relatiivitopologialla, jolloin Q on tunnetusti metristyvä ja
siis lauseen 4.11 nojalla parakompakti.
Q ei kuitenkaan ole lokaalisti kompakti, mikä nähdään vastaoletuksen kautta.
Jos Q nimittäin olisi lokaalisti kompakti, niin jokaisella x ∈ Q tulisi löytyä x:n
sisältävä avoin joukko U ⊂ Q, jonka sulkeuma U¯ on kompakti. Koska avoimet välit
muodostavat R:n tavallisen topologian kannan, niin voimme löytää avoimen välin
]a, b[, jolle pätee x ∈ ]a, b[ ∩Q ⊂ U . Mutta nyt [a, b] ∩Q ⊂ U¯ , ja koska [a, b] ∩Q on
suljettu, niin kompaktin avaruuden U¯ suljettuna osajoukkona sen tulisi olla lauseen
2.5 nojalla kompakti.
Riittää siis osoittaa, että [a, b] ∩ Q ei ole kompakti. Valitaan irrationaaliluku z
väliltä ]a, b[, jolloin tunnettujen reaaliakselin ominaisuuksien perusteella voidaan
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valita jono rationaalilukuja (zn) väliltä ]a, b[ siten, että jono (zn) suppenee kohti
lukua z. Mutta [a, b]∩Q on kompaktina metrisenä avaruutena jonokompakti, joten
jonolla (zn) tulisi olla osajono, joka suppenee kohti lukua, joka on joukossa [a, b]∩Q.
Tämä on ristiriita, sillä jokainen jonon (zn) osajono suppenee lähteen [Väi07] lauseen
11.17 nojalla myös kohti lukua z, joka ei siis irrationaalilukuna kuulu joukkoon
[a, b] ∩Q.
4.14. Esimerkki. Olkoon X joukko [0, ω1]× [0, ω0], jossa ω1 on ensimmäinen ylinu-
meroituva ordinaali ja ω0 ensimmäinen ääretön ordinaali. Varustetaan sekä [0, ω1]
että [0, ω0] järjestystopologialla, jolloin X:stä tulee topologinen avaruus. Olkoon Y
tämän avaruuden osajoukko X \ {(ω1, ω0)}, joka tunnetaan myös Tihonovin lank-
kuna.
Havaitaan aluksi, että X on kahden Hausdorffin avaruuden tulona Hausdorff, jo-
ten Y on tämän osajoukkona myös Hausdorff. Lisäksi X on kompakti, sillä hyvin-
järjestetyn joukon järjestystopologiassa suljetut välit ovat kompakteja [Mun00] ja
kompaktien joukkojen tulo on Tihonovin lauseen 2.12 nojalla kompakti. Siispä X
on lokaalisti kompakti Hausdorff, joten koska Y ⊂◦ X, teoksen [Väi05] lauseen 17.5
nojalla myös Y on lokaalisti kompakti.
Osoitetaan, että Y ei kuitenkaan ole parakompakti. Tehdään vastaoletus: Y on
parakompakti. Koska Y on myös Hausdorff, niin lauseen 4.7 nojalla Y :n tulisi olla
normaali. Näin ei kuitenkaan ole: Y :n erillisillä osajoukoilla {ω1}× [0, ω0[ ja [0, ω1[×
{ω0} ei ole erillisiä ympäristöjä Y :ssä, vaikka ne ovat suljettuja Y :ssä [SS78]. Siis Y
ei ole parakompakti, vaikka se on lokaalisti kompakti.
Lokaalisti kompakti avaruus ei siis välttämättä ole parakompakti, vaikka se olisi
Hausdorff. Seuraavaksi osoitetaan, että pienellä lisäehdolla lokaalisti kompakti Haus-
dorffin avaruus kuitenkin on parakompakti. Sanomme, että avaruus on σ-kompakti,
jos se on numeroituva yhdiste kompakteista avaruuksista. Ottamalla tämän ehdon
Hausdorffin ehdon lisäksi lokaalisti kompakteille avaruuksille saamme seuraavan tu-
loksen.
4.15. Lause. Jokainen lokaalisti kompakti ja σ-kompakti Hausdorffin avaruus on
parakompakti.
Todistus. Lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus on säännöllinen teoksen [Väi05]
lauseen 17.4 nojalla. Osoitetaan, että σ-kompakti avaruus on Lindelöf, jolloin tulos
seuraa lauseesta 4.12.
Oletetaan, että avaruus X on σ-kompakti. X voidaan siis kirjoittaa muodossa
X =
⋃∞
i=1 Ci, missä Ci on kompakti kaikilla i ∈ N. Olkoon A avaruuden X avoin
peite. Tällöin {A ∩ Ci : A ∈ A} on joukon Ci avoin peite kaikilla i ∈ N, joten tällä
peitteellä on joukon Ci kompaktiuden nojalla äärellinen osapeite, joka on siis muotoa
{A ∩ Ci : A ∈ Bi}, missä kokoelma Bi ⊂ A on äärellinen jokaisella i ∈ N. Väitämme,
että kokoelma
B =
∞⋃
i=1
Bi
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on vaadittu peitteen A numeroituva osapeite.
Nähdään välittömästi, että B on äärellisten kokoelmien Bi numeroituvana yhdis-
teenä numeroituva. B on myös kokoelman A osakokoelma, sillä jos B ∈ B, niin
B ∈ Bi jollakin i ∈ N, jolloin B ∈ A, sillä Bi ⊂ A kaikilla i ∈ N. Lisäksi B on
avaruuden X peite, sillä jos x ∈ X, niin x ∈ Ci jollakin i ∈ N. Koska kokoelma
{A ∩ Ci : A ∈ Bi} on nyt joukon Ci peite, niin x ∈ A ∩ Ci jollakin A ∈ Bi, jolloin
erityisesti x ∈ A jollakin A ∈ Bi. Koska Bi ⊂ B, niin näin ollen x ∈ A jollakin
A ∈ B, joten kokoelma B on siis avaruuden X peite. 
Edellisestä lauseesta saadaan myös seuraava hyödyllinen seuraus.
4.16. Korollaari. Lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus on parakompakti, jos se
on N2.
Todistus. Osoitetaan, että lokaalisti kompakti N2-avaruus on σ-kompakti, jolloin
tulos seuraa edellisestä lauseesta. Olkoon X lokaalisti kompakti N2-avaruus, B ava-
ruuden X numeroituva kanta ja x ∈ X. Tällöin X:n lokaalisen kompaktiuden no-
jalla on olemassa pisteen x ympäristö Ux, jonka sulkeuma U¯x on kompakti. Valitaan
jokaista ympäristöä Ux kohti sellainen Bx ∈ B, jolle pätee x ∈ Bx ⊂ Ux. Joukkoja
Bx on tällöin edelleenkin numeroituva määrä, ja lisäksi B¯x on lauseen 2.5 nojalla
kompaktin joukon U¯x suljettuna osajoukkona kompakti kaikilla x ∈ X. Koska nyt
pätee
X =
⋃{
B¯x : x ∈ X
}
,
niin X on määritelmän nojalla σ-kompakti. 
Korollaari 4.16 seuraisi itse asiassa myös sekin lauseesta 4.12. Jokainen lokaa-
listi kompakti Hausdorffin avaruus on nimittäin edelleenkin säännöllinen, ja N2-
avaruus on teoksen [Väi05] lauseen 12.14 nojalla Lindelöf. Itse asiassa Urysonin
metristyvyyslauseella saisimme jopa vahvemman tuloksen, jonka mukaan korollaa-
rin 4.16 oletukset toteuttava avaruus on säännöllisenä N2-avaruutena jopa metris-
tyvä [Väi05].
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5 Avaruuden metristäminen ja Nagatan-Smirnovin
metristyvyyslause
Ryhdymme seuraavaksi tarkastelemaan yleisen topologisen avaruuden metristä-
mistä. Kuten johdannossakin mainittiin, välttämättömän ja riittävän ehdon esit-
täminen mielivaltaisen topologisen avaruuden metristyvyydelle oli avoin ongelma
topologiassa suhteellisen pitkään. Tähän kysymykseen saatiin tyydyttävä vastaus
verrattain myöhään eli vuosina 1950–1951, kun J. Nagata ja J. Smirnov todistivat
toisistaan riippumatta Nagatan-Smirnovin metristyvyyslauseen nimellä tunnetun
tuloksen, jonka mukaan avaruus X on metristyvä, jos ja vain jos se on säännöllinen
ja sillä on σ-lokaalisti äärellinen kanta.
Vastaus kysymykseen siitä, miten Nagata ja Smirnov päätyivät molemmat poh-
dinnoissaan samaan tulokseen, jää tietenkin pelkän arvailun varaan. Voidaan kui-
tenkin todeta, että molempien antama ehto avaruuden metristyvyydelle muistut-
taa huomattavasti P. Urysonin tunnetussa metristyvyyslauseessaan antamaa ehtoa.
Uryson nimittäin todisti, että avaruus on metristyvä, jos se on säännöllinen ja sillä
on numeroituva kanta [Väi05]. Mutta toisin kuin säännöllisyys, numeroituvan kan-
nan olemassaolo ei suinkaan ole välttämätöntä avaruuden metristyvyyden kannalta
[Väi05]. Siispä ilmeinen hypoteesi riittävän ja välttämättömän ehdon muotoilemi-
seksi onkin heikentää jälkimmäistä ehtoa. Osoittautuu niin, että σ-lokaalisti äärel-
lisen kannan olemassaolo on sopivan vahva ehto, joka takaa säännöllisyyden ohella
metristyvyyden, mutta myös niin heikko ehto, että jokainen metristyvä avaruus to-
teuttaa sen.
Itse asiassa myös esittämämme todistus Nagatan-Smirnovin metristyvyyslauseelle
muistuttaa huomattavasti Urysonin metristyvyyslauseen todistusta. Urysonin met-
ristyvyyslauseessa säännöllisen N2-avaruuden metristyvyys osoitettiin upottamalla
tämä Hilbertin kuutioon [0, 1]N; Nagatan-Smirnovin metristyvyyslauseen todistuk-
sessa säännöllinen avaruus, jolla on σ-lokaalisti äärellinen kanta, upotetaan avaruu-
teen [0, 1]J jollakin joukolla J . Tässä on kuitenkin vaaran paikka: tulotopologiassa
[0, 1]J ei ole metristyvä eikä edes normaali, jos J on ylinumeroituva [Väi05]. Varus-
tammekin tässä todistuksessa joukon [0, 1]J niin sanotulla uniformisella metriikalla.
Tämän luvun kohtien 5.2, 5.6, 5.7 ja 5.8 todistuksissa on käytetty lähteenä teosta
[Mun00].
5.1 Uniforminen metriikka ja Gδ-joukot
5.1. Määritelmä. Olkoon J jokin indeksijoukko, ja olkoot x = (xα)α∈J ja y =
(yα)α∈J ∈ RJ . Määritellään uniforminen metriikka ρ¯ joukossa RJ seuraavasti:
ρ¯(x, y) = sup
{
d¯ (xα, yα) : α ∈ J
}
,
missä d¯ on avaruuden R rajoitettu standardimetriikka
d¯(x, y) = min {|x− y|, 1}.
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Teoksen [Väi07] lauseen 10.6 nojalla rajoitettu standardimetriikka on ekvivalent-
ti R:n tavallisen metriikan kanssa. Lisäksi ρ¯ todellakin on metriikka: itse asiassa
ρ¯ on tietyssä mielessä tunnetun sup-metriikan yleistys tilanteeseen, jossa funktio
f : J → R (eli tuloavaruuden RJ alkio) ei ole välttämättä rajoitettu [Mun00]. Si-
vuutamme tämän tarkastelun yksityiskohdat. Seuraava lause uniformisen metriikan
määräämästä topologiasta ja joukon RJ tulotopologiasta on kuitenkin jatkon kan-
nalta oleellinen.
5.2. Lause. Uniformisen metriikan määräämä topologia joukossa RJ on hienompi
kuin joukon RJ tulotopologia.
Todistus. Olkoon d¯ reaalilukujen rajoitettu standardimetriikka ja ρ¯ uniforminen
metriikka, kuten edellä. Olkoon x = (xα)α∈J tuloavaruuden RJ alkio ja
∏
Uα jokin
x:n sisältävä tulotopologian kannan alkio. Olkoot α1, α2, . . . , αn ne indeksit, joille
pätee Uα 6= R. Valitaan jokaista i ∈ {1, 2, . . . , n} kohti sellainen luku εi > 0, jolle
pätee seuraavaa: Bd¯(xαi , εi) ⊂ Uαi . Näin voidaan tehdä, koska Uαi on avoin ava-
ruudessa R tavallisen metriikan ja siis myös rajoitetun standardimetriikan suhteen.
Olkoon ε = min {ε1, ε2, . . . , εn}. Tällöin Bρ¯(x, ε) ⊂
∏
Uα. Jos näet x on sellainen
tuloavaruuden RJ piste, jolle pätee ρ¯(x, z) < ε, niin d¯(xα, zα) < ε kaikilla α ∈ J ,
joten z ∈∏Uα. Näin ollen uniformisen metriikan määräämä topologia on hienompi
kuin tulotopologia. 
Palautetaan seuraavaksi mieleen mittateoriastakin tuttu Gδ-joukon käsite.
5.3. Määritelmä. Avaruuden X osajoukko A on Gδ-joukko, jos se voidaan lausua
numeroituvana leikkauksena avoimista X:n osajoukoista.
5.4. Esimerkki. Jokainen avoin joukko on tietysti Gδ-joukko.
5.5. Esimerkki. Jos X on metristyvä, niin jokainen suljettu joukko on myös Gδ-
joukko. Jos näet A ⊂c X, niin
A =
⋂
n∈N
B (A, 1/n) ,
missä B (A, 1/n) on joukon A 1/n-pullistuma. Tämä nähdään seuraavasti: Jos x ∈
A, niin x ∈ B (A, 1/n) kaikilla n ∈ N, joten x ∈ ⋂n∈NB (A, 1/n). Jos toisaalta
x ∈ ⋂n∈NB (A, 1/n), niin d(x,A) < 1/n kaikilla n ∈ N. Siispä antamalla n:n mennä
äärettömään saadaan d(x,A) = 0, joten x ∈ A¯. Koska A on suljettu, niin tästä
seuraa, että x ∈ A, kuten haluttiinkin.
Seuraava lemma on analogia Urysonin metristyvyyslauseen todistuksessa käyte-
tylle tulokselle, jonka mukaan jokainen säännöllinen Lindelöfin avaruus on normaali.
5.6. Lemma. Oletetaan, että X on säännöllinen avaruus, jolla on σ-lokaalisti ää-
rellinen kanta B. Tällöin X on normaali ja jokainen X:n suljettu osajoukko on
Gδ-joukko X:ssä.
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Todistus. Jaetaan todistus kolmeen osaan.
(1) Osoitetaan aluksi, että jos W ⊂◦ X, niin on olemassa sellainen numeroituva
kokoelma {Un} avoimia joukkoja, joka toteuttaa ehdon
W =
⋃
Un =
⋃
U¯n.
Koska kanta B on σ-lokaalisti äärellinen, niin voidaan kirjoittaa B = ⋃Bn, missä
jokainen kokoelma Bn on lokaalisti äärellinen. Olkoon Cn kokoelma niistä kannan
alkioista B ∈ B, jotka toteuttavat ehdot B ∈ Bn ja B¯ ⊂ W . Tällöin Cn on lauseen
3.3 (a)-kohdan perusteella lokaalisti äärellinen kokoelma. Määritellään
Un =
⋃
B∈Cn
B.
Tällöin Un on avoimien joukkojen yhdisteenä avoin. Lisäksi lauseen 3.3 (c)-kohdan
perusteella pätee
U¯n =
⋃
B∈Cn
B¯.
Koska jokaisella B ∈ Cn pätee B¯ ⊂ W , niin näin ollen U¯n ⊂ W . Siispä⋃
Un ⊂
⋃
U¯n ⊂ W.
Väitämme, että edellisessä osajoukkoketjussa pätee myös yhtäsuuruus. Oletetaan,
että x ∈ W . Koska X on säännöllinen, niin on olemassa sellainen kanta-alkio B ∈ B,
jolle pätee x ∈ B ja B¯ ⊂ W . Näin ollen B ∈ Bn jollakin n ∈ N. Mutta tällöin
kokoelman Cn määritelmän nojalla pätee B ∈ Cn, joten x ∈ Un. Siispä W ⊂
⋃
Un,
joten täytyy olla W =
⋃
Un =
⋃
U¯n, kuten haluttiinkin.
(2) Osoitetaan seuraavaksi, että jokainen X:n suljettu osajoukko on Gδ-joukko
X:ssä. Jos C ⊂c X, niin määritellään W = X \ C, jolloin W ⊂◦ X. Siispä edellisen
kohdan nojalla W voidaan kirjoittaa numeroituvana yhdisteenä W =
⋃
U¯n, jossa
jokainen Un on avoin X:ssä. Mutta nyt De Morganin lain nojalla
C =
⋂(
X \ U¯n
)
,
missä joukot X \ U¯n ovat suljettujen joukkojen U¯n komplementteina avoimia. Siispä
C on Gδ-joukko X:ssä.
(3) Osoitetaan vielä, että X on normaali. Olkoot C ja D X:n erillisiä suljet-
tuja osajoukkoja. Soveltamalla todistuksen kohtaa (1) avoimeen joukkoon X \ D
saamme numeroituvan kokoelman {Un} avoimia joukkoja, joka toteuttaa ehdon⋃
Un =
⋃
U¯n = X \ D. Tällöin kokoelma avoimia joukkoja {Un} peittää joukon
C, ja lisäksi yksikään joukko U¯n ei kohtaa joukkoa D. Samoin voidaan muodostaa
numeroituva joukon D peite {Vn}, jossa jokainen Vn on avoin ja yksikään joukko V¯n
ei kohtaa joukkoa C.
Olemme tässä kohti itse asiassa täsmälleen samassa tilanteessa kuin todistaessa
sitä, että jokainen säännöllinen Lindelöfin avaruus on normaali. Voimme siis edetä
todistuksessa samalla idealla.
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Määritellään U ′n = Un \
⋃n
i=1 V¯i ja V
′
n = Vn \
⋃n
i=1 U¯i. Tilannetta havainnollistaa
alla oleva kuva 5.
Kuva 5. Todistuksen tilannetta ja joukkoja Un, Vn, U ′n ja V ′n havainnollistava kuva.
Kuva on otettu mukaillen lähteestä [Mun00].
Väitämme, että joukot U ′ =
⋃
n∈N U
′
n ja V ′ =
⋃
n∈N V
′
n ovat joukkojen C ja
D erilliset ympäristöt. Ensinnäkin U ′ ja V ′ ovat avoimien joukkojen yhdisteinä
avoimia. Toisekseen, jos x ∈ C, niin x ∈ Un jollakin n ∈ N, jolloin x ∈ U ′n ⊂ U ′.
Pätee siis C ⊂ U ′. Samoin nähdään, että D ⊂ V ′.
On vielä osoitettava, että U ′ ja V ′ ovat erillisiä. Tehdään vastaoletus: on olemassa
x ∈ U ′ ∩ V ′. Tällöin x ∈ U ′m ∩ V ′n joillakin m,n ∈ N. Symmetrian vuoksi voidaan
olettaa, että m ≤ n. Koska x ∈ U ′m ⊂ Um ⊂ U¯m ja m ≤ n, niin joukon V ′n
määritelmän nojalla tästä saadaan ristiriita x /∈ V ′n. Siis U ′ ∩ V ′ = ∅. 
Ennen Nagatan-Smirnovin metristyvyyslauseen todistukseen siirtymistä tarvit-
semme vielä yhden lemman.
5.7. Lemma. Olkoon X normaali ja A suljettu Gδ-joukko avaruudessa X. Tällöin
on olemassa sellainen jatkuva funktio f : X → [0, 1], joka toteuttaa ehdot f(x) = 0,
kun x ∈ A, ja f(x) > 0, kun x /∈ A.
Todistus. KoskaA onGδ-joukko avaruudessaX, niin voidaan kirjoittaaA =
⋂
n∈N Un,
missä Un on avoin kaikilla n ∈ N. Valitaan Urysonin lemman nojalla jokaista n ∈ N
kohti sellainen jatkuva funktio fn : X → [0, 1], joka toteuttaa ehdot fn(x) = 0,
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kun x ∈ A, ja fn(x) = 1, kun x ∈ X \ Un. Määritellään funktio f : X → [0, 1]
seuraavasti:
f(x) =
∑
n∈N
fn(x)
2n
,
kun x ∈ X. Kyseinen sarja suppenee tasaisesti Weierstrassin testin nojalla, sillä
fn(x)
2n
≤ 1
2n
kaikilla x ∈ X ja n ∈ N. Siispä f on jatkuva. Lisäksi selvästi f(x) = 0, kun x ∈ A,
ja f(x) > 0, kun x ∈ X \ A. 
5.2 Nagatan-Smirnovin metristyvyyslause
Todistamme seuraavaksi Nagatan-Smirnovin metristyvyyslauseen.
5.8. Lause (Nagatan-Smirnovin metristyvyyslause). Avaruus X on metristy-
vä, jos ja vain jos se on säännöllinen ja sillä on σ-lokaalisti äärellinen kanta.
Todistus. (1) Oletetaan ensin, että avaruus X on säännöllinen ja sillä on σ-lokaalisti
äärellinen kanta B. Tällöin lemman 5.6 nojalla X on normaali ja jokainen X:n sul-
jettu osajoukko on Gδ-joukko X:ssä. Osoitamme, että X on metristyvä upottamalla
sen metriseen avaruuteen (RJ , ρ¯) eräällä joukolla J .
Olkoon B =
⋃Bn, missä jokainen kokoelma Bn on lokaalisti äärellinen. Valitaan
lemmaa 5.7 käyttäen jokaista n ∈ N ja B ∈ Bn kohti jatkuva funktio
fn,B : X → [0, 1/n],
jolle pätee fn,B(x) > 0, kun x ∈ B, ja fn,B(x) = 0, kun x /∈ B. Tietyssä mielessä
kokoelma {fn,B} erottelee pisteet suljetuista joukoista avaruudessa X: jos x0 ∈ X
ja U on x0:n ympäristö, niin on olemassa sellainen kanta-alkio B, jolle pätee x0 ∈
B ⊂ U . Siispä B ∈ Bn jollakin n ∈ N, joten fn,B(x0) > 0, ja fn,B = 0 joukon U
ulkopuolella.
Olkoon J se kokoelman N × B osajoukko, joka koostuu kaikista niistä pareista
(n,B), joissa n ∈ N ja B on kokoelman Bn alkio. Määritellään funktio
F : X → [0, 1]J
yhtälöllä
F (x) = (fn,B (x))(n,B)∈J .
Joukon [0, 1]J tulotopologian suhteen kuvaus F on upotus. Tämä todistetaan itse
asiassa täysin samalla tavalla kuin Urysonin metristyvyyslauseen todistuksen samas-
sa vaiheessa. Sivuutamme näin ollen tarkemmat yksityiskohdat: katso tarvittaessa
lähteen [Mun00] lausetta 34.2 tai lähteen [Väi05] lausetta 19.4.
Mutta kuten aikaisemminkin varoiteltiin, tulotopologian suhteen [0, 1]J ei ole met-
ristyvä, kun J on ylinumeroituva. Haluammekin upottaa X:n avaruuteen [0, 1]J uni-
formisella metriikalla varustettuna. Siispä tarvitsemme uuden todistuksen sille, että
F on upotus tämän topologian suhteen.
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Voimme kuitenkin hyödyntää tietoa siitä, että tulotopologian suhteen kuvaus F
on upotus. Esimerkiksi F on tietysti edelleenkin injektio. Koska lisäksi lauseen 5.2
nojalla uniformisen metriikan määräämä topologia on tulotopologiaa hienompi, niin
F kuvaa jokaisen X:n avoimen joukon kuvajoukossa FX avoimeksi joukoksi, koska
se teki niin tulotopologiankin tapauksessa. Ainoaksi hankaluudeksi jää siis osoittaa,
että F on jatkuva: nyt emme voi vedota siihen, että kaikki komponenttikuvaukset
ovat jatkuvia, koska tästä seuraa koko funktion F jatkuvuus vain tulotopologiassa.
Lähdetään siis todistamaan funktion F jatkuvuutta suoraan määritelmästä. Huo-
mataan aluksi, että joukossa [0, 1]J ⊂ RJ uniforminen metriikka on itse asiassa met-
riikka
ρ((xα), (yα)) = sup {|xα − yα|} .
Olkoon x0 ∈ X ja ε > 0. Pyritään löytämään sellainen pisteen x0 ympäristö W ,
että
ρ(F (X), F (x0)) < ε, kun x ∈ W.
Olkoon n toistaiseksi kiinteä. Valitaan lokaalisen äärellisyyden nojalla sellainen pis-
teen x0 ympäristö Un, joka leikkaa vain äärellisen montaa alkiota kokoelmasta Bn.
Kun B käy siis läpi kaikki kokoelman Bn alkiot, niin kaikki paitsi äärellisen moni
funktioista fn,B ovat identtisesti nollafunktioita joukossa Un. Koska jokainen funk-
tio fn,B on jatkuva, niin voimme valita pisteen x0 ympäristön Vn ⊂ Un, jossa loput
funktioista fn,B, kun B ∈ Bn, heilahtelevat korkeintaan luvun ε/2 verran.
Valitaan tällainen ympäristö Vn jokaiselle n ∈ N. Valitaan tämän jälkeen N ∈ N
siten, että 1/N ≤ ε/2, ja määritellään W = V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ VN . Väitämme, että W
on haluttu pisteen x0 ympäristö.
Olkoon siis x ∈ W . Jos n ≤ N , niin
|fn,B(x)− fn,B(x0)| ≤ ε/2,
koska joukossaW funktiot fn,B ovat joko identtisesti nollafunktioita tai heilahtelevat
korkeintaan luvun ε/2 verran. Jos puolestaan n > N , niin
|fn,B(x)− fn,B(x0)| ≤ 1/n < 1/N ≤ ε/2,
koska fn,B on kuvaus joukolta X joukolle [0, 1/n]. Siispä jokaisessa tilanteessa pätee
ρ(F (X), F (x0)) ≤ ε/2 < ε,
kun x ∈ W , joten kuvaus F on jatkuva ja siis upotus.
Näin ollenX on metristyvä, silläX on homeomorfinen metrisen avaruuden ([0, 1]J , ρ¯)
jonkin osajoukon kanssa.
(2) Oletetaan seuraavaksi, että avaruus X on metristyvä. Esimerkin 2.9 nojalla
X on säännöllinen, joten riittää osoittaa, että X:llä on σ-lokaalisti äärellinen kanta.
Valitaan X:lle metriikka d. Määritellään peite Am siten, että Am koostuu kaikista
X:n avoimista kuulista, joiden säde on 1/m. Lauseen 3.8 nojalla peitteellä Am on
nyt σ-lokaalisti äärellinen avoin hienonnus Bm, joka myös peittää avaruuden X.
Huomautettakoon, että jokaisen kokoelman Bm alkion halkaisija on teoksen [Väi07]
lauseen 2.12 nojalla korkeintaan 2/m.
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Olkoon B yhdiste ⋃m∈N Bm. Koska jokainen kokoelma Bm on σ-lokaalisti äärelli-
nen, niin näin on myös kokoelma B, sillä numeroituvan monen numeroituvan joukon
yhdiste on numeroituva. Osoitamme, että B on avaruuden X kanta.
Olkoon x ∈ X. Riittää osoittaa, että jokaista ε > 0 kohti on olemassa sellainen
B ∈ B, joka toteuttaa ehdon B ⊂ B(x, ε). Valitaan sellainen m ∈ N, jolle pätee
1/m < ε/2. Koska Bm on avaruuden X peite, voimme valita alkion B ∈ Bm, joka
sisältää pisteen x. Koska B sisältää pisteen x ja sen halkaisija on korkeintaan 2/m <
ε, niin B ⊂ B(x, ε), kuten haluttiin. 
Eräs syy siihen, miksi Nagatan-Smirnovin metristyvyyslausetta pidetään ensim-
mäisenä tyydyttävänä ratkaisuna kysymykseen mielivaltaisen topologisen avaruu-
den metristyvyydestä on se, että sen helppona erikoistapauksena saadaan tunnettu
Urysonin metristyvyyslause: numeroituva kanta on näet selvästi σ-lokaalisti äärelli-
nen.
Mainitsemme vielä tämän luvun loppuun ilman todistusta Bingin metristyvyys-
lauseen, jossa Nagatan-Smirnovin metristyvyyslauseen toista ehtoa vahvennetaan
vielä hieman. Sanomme, että kokoelma A avaruuden X osajoukkoja on lokaalisti
diskreetti, jos jokaisella x ∈ X on sellainen ympäristö, joka kohtaa korkeintaan yh-
den kokoelman A alkioista. Kokoelma A on puolestaan σ-lokaalisti diskreetti, jos se
on numeroituva yhdiste lokaalisti diskreeteistä kokoelmista.
5.9. Lause (Bingin metristyvyyslause). Avaruus X on metristyvä, jos ja vain
jos se on säännöllinen ja sillä on kanta, joka on σ-lokaalisti diskreetti.
Voitaneenkin sanoa, että klassinen topologisten avaruuksien metristyvyysteoria
kulminoituu näihin kolmeen (Uryson, Nagata-Smirnov ja Bing) tässä luvussa mai-
nittuun metristyvyyslauseeseen.
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6 Smirnovin metristyvyyslause
Tässä luvussa todistamme tutkielman päätuloksen, eli Smirnovin metristyvyys-
lauseen. Smirnovin metristyvyyslauseessa mielivaltaisen topologisen avaruuden met-
ristyvyys karakterisoidaan parakompaktiuden avulla. Parakompaktiuden ja Haus-
dorffin ehdon lisäksi tarvitsemme kyseiseen tulokseen myös lokaalisen metristyvyy-
den käsitteen.
Tämän luvun lauseen 6.4 todistuksessa on käytetty lähteenä teosta [Mun00].
6.1.Määritelmä. Avaruus X on lokaalisti metristyvä, jos jokaisella pisteellä x ∈ X
on ympäristö U , joka on metristyvä relatiivitopologiassa.
6.2. Esimerkki. Jokainen metristyvä avaruus on lokaalisti metristyvä: vaadituksi
ympäristöksi U kelpaa koko avaruus itse.
6.3. Esimerkki. Jokainen monisto on myös lokaalisti metristyvä. Jos nimittäin X
on monisto, niin moniston määritelmän perusteella jokaisella x ∈ X on ympäris-
tö U , joka on homeomorfinen Rn:n kanssa. Koska Rn on tunnetusti metristyvä ja
metristyvyys on tunnetusti topologinen ominaisuus, niin U on pisteen x ympäristö,
joka on metristyvä relatiivitopologiassa.
6.4. Lause (Smirnovin metristyvyyslause). Avaruus X on metristyvä, jos ja
vain jos se on lokaalisti metristyvä, Hausdorff ja parakompakti.
Todistus. Oletetaan ensin, että X on metristyvä. Tällöin X on esimerkin 6.2 no-
jalla lokaalisti metristyvä, esimerkin 2.9 nojalla Hausdorff ja lauseen 4.11 nojalla
parakompakti.
Oletetaan kääntäen, että X on lokaalisti metristyvä, Hausdorff ja parakompakti.
Osoitamme Nagatan-Smirnovin metristyvyyslauseen 5.8 avulla, että X on metris-
tyvä. Koska parakompakti Hausdorffin avaruus on lauseen 4.7 nojalla normaali ja
siis säännöllinen, niin riittää osoittaa, että X:llä on σ-lokaalisti äärellinen kanta.
Todistuksemme on itse asiassa hyvinkin samankaltainen lauseen 5.8 toisen suun-
nan kanssa. Peitetään X avoimilla joukoilla, jotka ovat metristyviä. Valitaan tämän
jälkeen parakompaktiutta hyödyntäen tälle peitteelle lokaalisti äärellinen avoin hie-
nonnus C, joka myös peittää avaruuden X. Tällöin metristyvien joukkojen osajouk-
koina jokainen C ∈ C on metristyvä. Olkoon dC : C ×C → R metriikka, joka antaa
joukon C topologian. Määritellään jokaista x ∈ X kohti joukko BC(x, ε) siten, että
BC(x, ε) on kaikkien niiden pisteiden y ∈ C joukko, joille pätee dC(x, y) < ε. Koska
BC(x, ε) ⊂◦ C ja C ⊂◦ X, niin BC(x, ε) ⊂◦ X kaikilla C ∈ C, x ∈ X ja ε > 0.
Määritellään jokaista m ∈ N kohti kokoelma Am seuraavasti:
Am = {BC (x, 1/m) : x ∈ C ja C ∈ C} .
Parakompaktiuden nojalla peitteellä Am on lokaalisti äärellinen avoin hienonnus
Dm, joka myös peittää avaruuden X. Määritellään D =
⋃
m∈NDm, jolloin kokoelma
D on σ-lokaalisti äärellinen. Väitämme, että D on avaruuden X kanta.
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Olkoon x ∈ X ja U pisteen x ympäristö. Pitää osoittaa, että on olemassa sellainen
D ∈ D, jolle pätee x ∈ D ⊂ U . Nyt x kuuluu kokoelman C lokaalisen äärellisyy-
den nojalla vain äärelliseen määrään kyseisen kokoelman alkioita. Merkitään näitä
alkioita C1, C2, . . . , Ck. Tällöin U ∩ Ci on pisteen x ympäristö joukossa Ci kaikilla
i = 1, 2, . . . , k, joten on olemassa luvut εi > 0, joille samaisilla indekseillä i pätee
BCi(x, εi) ⊂ (U ∩ Ci).
Valitaan luku m ∈ N siten, että 2/m < min {ε1, ε2, . . . , εk}. Koska kokoelma Dm
peittää avaruuden X, on olemassa peitteen Dm alkio D, johon piste x kuuluu.
Kokoelma Dm on tämän lisäksi kokoelman Am avoin hienonnus, joten täytyy olla
olemassa jokin alkio BC(y, 1/m) ∈ Am joillakin C ∈ C ja y ∈ C, jolle pätee D ⊂
BC(y, 1/m). Koska
x ∈ D ⊂ BC(y, 1/m),
niin piste x kuuluu joukkoon C, joten C:n täytyy olla jokin joukoista C1, C2, . . . , Ck.
Sanokaamme, että C = Ci jollakin i ∈ {1, 2, . . . , k}. Koska kuulan BC(y, 1/m)
halkaisija on jälleen teoksen [Väi07] lauseen 2.12 nojalla korkeintaan 2/m < εi, niin
näin ollen
x ∈ D ⊂ BC(y, 1/m) ⊂ BCi(x, εi) ⊂ (U ∩ Ci) ⊂ U,
kuten haluttiinkin. 
Annamme seuraavaksi muutamia esimerkkejä Smirnovin metristyvyyslauseen käyt-
tökelpoisuudesta. Kyseinen lause sopii erityisesti tilanteisiin, joissa lokaalisesta met-
ristyvyydestä halutaan päätellä metristyvyys koko avaruudessa.
6.5. Lause. Kompakti Hausdorffin avaruus on metristyvä, jos ja vain jos se on
lokaalisti metristyvä.
Todistus. Jos kompakti Hausdorffin avaruus X on metristyvä, niin esimerkin 6.2
nojalla se on myöskin lokaalisti metristyvä.
Oletetaan kääntäen, että kompakti Hausdorffin avaruus X on lokaalisti metristy-
vä. Koska kompakti avaruus on myös parakompakti, niin X on metristyvä suoraan
Smirnovin metristyvyyslauseen nojalla. 
6.6. Lause. Säännöllinen Lindelöfin avaruus on metristyvä, jos ja vain jos se on
lokaalisti metristyvä.
Todistus. Metristyvyydestä seuraa edellisen lauseen tavoin esimerkin 6.2 nojalla suo-
raan lokaalinen metristyvyys.
Oletetaan kääntäen, että säännöllinen Lindelöfin avaruus X on lokaalisti met-
ristyvä. Koska säännöllisyydestä seuraa Hausdorffin ehto ja säännöllinen Lindelöfin
avaruus on lauseen 4.12 nojalla parakompakti, niin X on metristyvä jälleen Smir-
novin metristyvyyslauseen nojalla. 
Ehkäpä tärkein esimerkki tietyssä mielessä paikallisesti määritellystä avaruudesta
on monisto. Osoitammekin seuraavaksi Smirnovin metristyvyyslauseen avulla, että
jokainen monisto on metristyvä. Tarvitsemme tähän ensin muutamia aputuloksia.
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6.7. Lemma. Lokaalinen kompaktius on topologinen ominaisuus.
Todistus. Olkoon X lokaalisti kompakti, f : X ≈ Y ja y ∈ Y . Olkoon x = f−1(y).
Tällöin X:n lokaalisen kompaktiuden nojalla x:llä on ympäristö U , jonka sulkeuma
U¯ on kompakti. Nyt fU on y:n ympäristö, sillä homeomorfismi f kuvaa X:ssä avoi-
met joukot Y :ssä avoimiksi joukoiksi. Lisäksi tämän ympäristön sulkeuma fU = fU¯
on kompakti lauseen 2.6 nojalla. Todistuksen viimeisessä kohdassa käytettiin tietoa
siitä, että osajoukon sulkeuma on topologinen ominaisuus, eli siis homeomorfismi
säilyttää osajoukon sulkeuman [Väi07]. 
6.8. Lemma. Rn on lokaalisti kompakti.
Todistus. Olkoon x ∈ Rn. Tällöin avoin kuula B (x, 1) sisältää pisteen x, ja sen
sulkeuma, eli suljettu kuula B¯ (x, 1), on avaruuden Rn suljettuna ja rajoitettuna
osajoukkona esimerkin 2.4 nojalla kompakti. 
6.9. Lemma. Jokainen monisto on lokaalisti kompakti.
Todistus. Olkoon X n-monisto ja x ∈ X. Moniston määritelmän nojalla on olemas-
sa x:n ympäristö U , joka on homeomorfinen avaruuden Rn kanssa. Kahden edel-
lisen lemman nojalla U on nyt lokaalisti kompakti, joten on olemassa pisteen x
U -ympäristö V , jonka U -sulkeuma clUV on kompakti.
Osoitetaan, että V on myös pisteen x ympäristö avaruudessa X, ja että kyseisen
ympäristön X-sulkeuma clXV on myös kompakti. Ensinnäkin V on pisteen x ym-
päristö avaruudessa X: x ∈ V , ja koska V ⊂◦ U ⊂◦ X, niin on oltava V ⊂◦ X. Riittää
siis osoittaa, että clXV = clUV , mistä väite seuraa.
Inkluusio clUV ⊂ clXV on triviaali, koska aina pätee clUV = U ∩clXV . Oletetaan
kääntäen, että y ∈ clXV . Tällöin sulkeuman määritelmän nojalla jokainen y:n X-
ympäristö kohtaa V :n. Olkoon A jokin y:n U -ympäristö. Koska A ⊂◦ U ⊂◦ X, niin
A ⊂◦ X, joten A on myös y:n X-ympäristö, ja siispä edellisen nojalla A kohtaa V :n.
Siis jokainen y:n U -ympäristö kohtaa V :n, joten y ∈ clUV , kuten haluttiinkin. 
6.10. Lause. Jokainen monisto on metristyvä.
Todistus. Käytämme Smirnovin metristyvyyslausetta 6.4. Monisto on lokaalisti met-
ristyvä esimerkin 6.3 nojalla ja Hausdorff määritelmänsä nojalla, joten riittää osoit-
taa, että jokainen monisto on parakompakti. Mutta koska monisto on edellisen lem-
man nojalla lokaalisti kompakti, niin tämä seuraa suoraan korollaarista 4.16, sillä
monisto on määritelmänsä nojalla myös N2 ja Hausdorff. 
Itse asiassa moniston metristyvyys seuraisi myös suoraan Urysonin metristyvyys-
lauseesta, sillä monisto on teoksen [Väi05] määritelmän nojalla aina N2-avaruus.
Joissakin kirjallisuuslähteissä (kuten teoksessa [HNV04]) moniston määritelmässä
ei kuitenkaan vaadita N2-ominaisuutta. Kutsumalla tällaisia avaruuksia heikoiksi
monistoiksi saamme siis seuraavanlaisen määritelmän.
6.11. Määritelmä. Avaruus X on heikko n-monisto, missä n ∈ N, jos
(1) X on Hausdorff.
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(2) Jokaisella x ∈ X on sellainen ympäristö U , joka on homeomorfinen avaruu-
den Bn (ja siis avaruuden Rn) kanssa.
Smirnovin metristyvyyslauseella saammekin johdettua heikkojen monistojen met-
ristyvyydelle seuraavanlaisen karakterisaation.
6.12. Lause. Heikko monisto on metristyvä, jos ja vain jos se on parakompakti.
Todistus. Oletetaan, että heikko monisto X on metristyvä. Tällöin Smirnovin met-
ristyvyyslauseen 6.4, tai myöskin lauseen 4.11, nojalla X on parakompakti.
Oletetaan sitten, että heikko monisto X on parakompakti. Esimerkin 6.3 tavoin
nähdään, että heikko monisto X on sekin lokaalisti metristyvä. Koska heikon mo-
niston määritelmän nojalla X on lisäksi Hausdorff ja oletimme että X on myös
parakompakti, niin X on nyt metristyvä Smirnovin metristyvyyslauseen 6.4 nojal-
la. 
6.13. Esimerkki. Olkoon ω1 ensimmäinen ylinumeroituva ordinaali, ja olkoot jou-
kot [0, ω1[ ja [0, 1[ varustettu järjestystopologioillaan. Varustetaan karteesinen tulo
[0, ω1[ × [0, 1[ leksikografisella järjestystopologialla (katso teoksen [Mun00] määri-
telmä sivulta 26), ja merkitään näin syntyvää topologista avaruutta L:llä. Avaruus
L on klassinen esimerkki topologiassa, ja sitä kutsutaan englanninkielisessä kirjal-
lisuudessa kuvaavalla nimityksellä long line: voidaan näet ajatella, että L syntyy,
kun ylinumeroituva määrä välejä [0, 1[ laitetaan peräkkäin.
Voidaan osoittaa, että L on heikko 1-monisto, joka ei kuitenkaan ole metristyvä
[Mun00]. Siispä lauseen 6.12 nojalla L ei myöskään voi olla parakompakti.
Edellisen esimerkin avaruuden L kaltaiset tapaukset ovat yksi syy siihen, miksi
monistojen vaaditaan usein olevan N2-avaruuksia. Monistojen olisi nimittäin suota-
vaa olla parakompakteja, jotta ykkösen ositusten teoriaa (katso tämän tutkielman
seuraava luku, erityisesti lause 7.2) voitaisiin hyödyntää niissä parhaiten. Moniston
käsitteen määrittelemisessä tuleekin hyvin ilmi matemaattisten käsitteiden määrit-
telemiseen usein liittyvä perusongelma: miten muotoilla määritelmä, joka on riittä-
vän yleinen, mutta joka kuitenkin soveltuu mahdollisimman hyvin sovelluksiin? Jos
moniston on tarkoitus kuvata mahdollisimman yleisesti avaruutta, joka käyttäytyy
lokaalisti kuin Rn, niin N2-ominaisuuden pois ottaminen moniston määritelmästä
lienee perusteltua. Jos taas halutaan välttyä long linen kaltaisilta ”patologisilta”
tapauksilta, niin N2-ominaisuuden mukaan ottaminen moniston määritelmään on
sekin perusteltua.
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7 Pohdintaa
Tässä tutkielmassa on pyritty antamaan lukijalle perustiedot parakompakteista
topologisista avaruuksista. Erityisesti olemme painottuneet parakompaktiuden roo-
liin siinä, miten kysymykseen mielivaltaisen topologisen avaruuden metristyvyydes-
tä saatiin 1950-luvun alussa vihdoinkin tyydyttävä vastaus.
Tässä vaiheessa voinemmekin kysyä seuraavan kysymyksen: entä sitten? Mihin
niitä parakompakteja avaruuksia oikein muuten tarvitaan? Vai onko parakompak-
tius loppujen lopuksi enää hyödyllinen käsite laisinkaan?
Yksi parakompaktien avaruuksien tärkeistä sovelluskohteista on differentiaaligeo-
metria. Differentiaaligeometriassa halutaan usein ”liimata” lokaalisti karttakuvaus-
ten avulla määritelty funktio koko monistolla määritellyksi funktioksi. Tässä käyte-
tään apuna ykkösen ositusta.
Sanomme, että indeksoitu kokoelma (Aj)j∈J avaruuden X osajoukkoja on lokaa-
listi äärellinen indeksoitu kokoelma, jos jokaisella X:n pisteellä on ympäristö, joka
kohtaa joukon Aj vain äärellisen monella indeksillä j. Jatkuvan funktion g : X → R
kantaja spt g on puolestaan joukko
spt g = cl {x ∈ X : g(x) 6= 0} .
7.1. Määritelmä. Olkoon (Uα)α∈J avaruuden X avoin peite. Indeksoitu kokoelma
(φα)α∈J jatkuvia funktioita
φα : X → [0, 1]
on peitteeseen (Uα)α∈J sopiva ykkösen ositus avaruudessa X, jos
(1) spt φα ⊂ Uα kaikilla α ∈ J .
(2) Indeksoitu kokoelma (spt φα)α∈J on lokaalisti äärellinen.
(3)
∑
α∈J φα(x) = 1 kaikilla x ∈ X.
Ehdon (2) nojalla jokaisella x ∈ X on sellainen ympäristö, jossa φα on identtisesti
nollafunktio kaikilla paitsi äärellisen monella indeksin α arvoilla. Siispä kohdan (3)
summa on mielekäs: tulkitsemme sen tarkoittamaan summaa niistä termeistä φα(x),
jotka eivät ole nollia.
Ykkösen ositusten teoria on erityisen hyödyllinen parakompaktien avaruuksien
tapauksessa. Annamme tästä esimerkkinä seuraavan lauseen lähteestä [Eng89].
7.2. Lause. Olkoon X T1-avaruus. Tällöin jokaisella avaruuden X indeksoidulla
avoimella peitteellä (Uα)α∈J on kyseiseen peitteeseen sopiva ykkösen ositus, jos ja
vain jos X on parakompakti ja Hausdorff.
Esimerkkinä edellä mainitusta ykkösen ositusten hyödyntämisestä differentiaa-
ligeometriassa annamme puolestaan tavan määritellä sileän muodon integraali yli
moniston. Määritelmä on otettu lähteestä [Hol12].
7.3. Määritelmä. Olkoon M suunnistettu monisto ja olkoon ω mikä tahansa jat-
kuva kompaktikantajainen differentiaali n-muoto M :ssä. Olkoon U = {Uα} monis-
ton M suunnistus ja {fi : i ∈ I} peitteeseen U sopiva sileä ykkösen ositus. Tällöin
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muodon ω integraali yli moniston M on∫
M
ω :=
∑
i∈I
∫
M
fiω.
Edellinen määritelmä on riippumaton kartaston ja siihen sopivan ykkösen osi-
tuksen valinnoista, jos kartastot määräävät saman suunnistuksen, kuten lähteessä
[Hol12] todistetaan.
Ykkösen ositukset ovat siis yksi esimerkki parakompaktien avaruuksien sovelluk-
sista muihin matematiikan osa-alueisiin. Toisaalta parakompaktiuden käsitteen hyö-
dyllisyyden topologiassa itsessään voi huomata samasta asiasta kuin kompaktiuden-
kin: myös parakompaktiudesta on muotoiltu lukuisia yleistyksiä ja modifikaatioita!
H. Junnila on esitellyt näistä tärkeimpiä artikkelissaan Generalizations of Paracom-
pactness [Jun04], josta poimimme tähän esitykseen muutaman. Ensimmäisenä näis-
tä mainittakoon meta-Lindelöfin ominaisuus, joka toteuttaa ehdon ”meta-Lindelöf
+ separoituva ⇒ Lindelöf” – toinen yleinen tapa muodostaa parakompaktiuden
yleistys on muotoilla jokin käsite P, joka toteuttaa ehdon ”P + numeroituvasti kom-
pakti ⇒ kompakti”. Siinä missä metristyvät avaruudet ovat parakompaktien ava-
ruuksien ”prototyyppiedustajia”, ovat monen parakompaktiuden käsitettä yleistä-
vien avaruuksien tyyppiedustajat niin sanottuja yleistettyjä metrisiä avaruuksia.
Yksi ensimmäisistä ja suoraviivaisimmista parakompaktiuden yleistyksistä oli C.H.
Dowkerin ja M. Katětovin vuonna 1951 määrittelemä numeroituva parakompaktius.
Avaruus X on numeroituvasti parakompakti, jos sen jokaisella numeroituvalla avoi-
mella peitteellä on lokaalisti äärellinen avoin hienonnus, joka myös peittää ava-
ruuden X. Kyseessä on siis analoginen käsite varsin klassisen käsitteen numeroi-
tuva kompaktius kanssa. Numeroituvaan parakompaktiuteen liittyvässä tutkimuk-
sessa on silti edelleenkin useita avoimia kysymyksiä: onko esimerkiksi olemassa ei-
metristyvää normaalia avaruutta, joka on numeroituva yhdiste avoimista metristy-
vistä osajoukoista?
Numeroituvan parakompaktiuden erikoistapauksena voimme puolestaan mainita
typistyvän avaruuden (englanniksi shrinking space). Avaruuden X avoimen peitteen
A typistys (shrinking) on sellainen X:n peite {LA : A ∈ A}, joka toteuttaa ehdon
L¯A ⊂ A kaikilla A ∈ A. Avaruus X on typistyvä, jos sen jokaisella avoimella peit-
teellä on avoin typistys. S. Lefschetzin vuoden 1942 tulosten nojalla jokainen para-
kompakti Hausdorffin avaruus on typistyvä, ja toisaalta jokainen typistyvä avaruus
on numeroituvasti parakompakti.
Osa parakompaktien avaruuksien yleistyksistä ei Hausdorffin ehdon kanssakaan
ole normaaleja. Näistä mainitsemme vanhimman, eli metakompaktiuden. Kokoel-
ma A topologisen avaruuden X osajoukkoja on pisteittäin äärellinen (point-finite),
jos jokainen x ∈ X kuuluu vain äärelliseen määrään kokoelman A alkioita. Ava-
ruus X on metakompakti, jos sen jokaisella avoimella peitteellä on pisteittäin ää-
rellinen avoin hienonnus, joka myös peittää avaruuden X. Koska jokainen lokaalisti
äärellinen kokoelma on selvästi pisteittäin äärellinen, on metakompaktius todellakin
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parakompaktiuden yleistys. Kääntäen A.V. Arkhangel’ski˘ı todisti vuonna 1971, et-
tä jokainen metakompakti, lokaalisti kompakti ja ”perfektisti normaali” avaruus on
parakompakti. Perfektisti normaalilla avaruudella tarkoitetaan tässä siis normaalia
avaruutta, jonka jokainen suljettu osajoukko on Gδ-joukko.
Lienee huomionarvoista mainita, että useita edellä mainittuja käsitteitä on myös
edelleenkin pyritty yleistämään. Mainittakoon tästä esimerkkinä Junnilan artikke-
lissaan esittelemä kolmannen ylätason käsite weakly submetacompact space, jolle on
kuitenkin löydetty käyttöä funktionaalianalyysin parissa!
Kaiken kaikkiaan voidaan siis sanoa, että vuoden 1944 artikkelillaan [Die44] Dieu-
donné aloitti melkoisen mullistuksen yleisen topologian maailmassa. Saman artik-
kelin hedelmistä saamme myös nauttia edelleenkin vuonna 2014: jos ei muuten, niin
ainakin tämän pro gradu -tutkielman muodossa. Näin on marjat!
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